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 Extra: produtos pro-p livres e grupos de M. Hall
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* Conjectura de Atiyah
* Desigualdade de Hanna Neumann

Inércia de Dicks-Ventura para retragoes.



* G =grupo pro-p

* Por simplicidade, gerador = gerador topologico

AI m * d(G) = cardinalidade de um conjunto minimal
g u ~ aS de geradores
convencoes | . . . _... -

» |F,G] = élgebra de grupo completa

.« H™(G,Fp) = H*(G)

) Hn(G' IFP) = Hn(G)




Definicoes
Exemplos

Invariantes
Classificacao

Parte1de 3




Definicao
1. HY(G) finito

2. H*(G) = F,

3. U:HY(G) x H'(G) —» H?*(G) ndo degenerado

* Infinito = U: H'(G) X H?>"Y(G) —» H?(G) n3o degenerado

e cd(G) =2




Invariantes numericos

o G = (xq,,xqlr =1)
e d=d(G)

+ 63 ~ 7, /q7, x 72O
* q(G) =q
* G infinito, H<.G
 [G:H] < o0 = H é Démushkin
* [G:H] = 00 = H é pro-p livre
* Formulado posto: d(U) —2 = [G: U](d(G) — 2)




« d(G) =1 G éfinito= G = 7/27

e ( é abeliano & G é finito ou ZIZ,

Exemplos

© Ly Nqiqu Ly = (x,y|lxyx~t = yl+av)

* Completamentos pro-p de superficie
» orientavel de género g = G

* n3o orientavel de género g = G, (p = 2)




* Mddulo dualizante Iy ~ Q,/Z,

* Homomorfismo ciclotomico

x:G - Aut(lg) = 1+ pZ,

I nvariante * ] = Zy, agao por x

* Der(G,]) podem ser definidas
X arbitrariamente

* Im(y) €1+ q(G)Z,

* scd(G) = 3 © Im(y) éfinita



G d(6) q(G) Im(x)
72 2 0 1}
Ty X1 qu Ly 2 q (1+ qu)
Gy 29 0 1}
Gy g 2 {1}

Calculos




Teorema de Classificacao

* Parcial: G = {(xq,-,x4|r = 1) comq(G) = q

* (1) q + 2: r= xf [x1, x2] -+ [x4-1, X4]

* (2)q = 2, d impar: r= x12x22f [x2, x3] - [xg-1, X4]

* (3)q = 2,d par r= x12+a[x1»x2]x32,f[x3»x4] e [Xg-1,%4]
* Completa:

o 3.A) IM(: Im()?] = 2: 7 = %2+ [y, x,] -+~ [xq_1, X4]

* 3.B) [Im(y):Im(x)?] =4: r=xf [x1»x2]x§f [x3, x4] -+ [x4-1, x4]




F = F(xlr '"rxd)

* i =F, Fyq= FI[F,F]

Esboco da
classificacao
parcial

— 17d qa; 4]
r=1liz1 % "llici<j<a [xl,x]] Y (mod F3)

Coeficientes sao controlados por

Mx; Ul € H?*(G,Z,/qZ,)

Forma simplética em

HY(G,Z,/qZy,) = (ny,)

Descendo a série g-central.




Howson
Retracoes




Propriedade de Howson

* H,K <. G finitamente gerados = d(H N K) < co?
* Sim, se...

* G finito

e 1k(G) <

* G pro-p livre

* Simse G for Démushkin

c dHNK)—1<p?(dH)+d(K)—2)*(dH) - 1K) —-1)




A demonstracao

Se H ou K foraberto,d(HNK) —-1<(d(H) —1)(d(K) —1).

Fazemosn = [logp(d(H) + d(K) — Z)J +1

Existem H, <, He K,, <, K com

[H:H,] e [K:K,] <p", H,NK,=HNK

C = (H,, K,) é pro-p livre

Desigualdade de Hanna Neumann para pro-p livres




H <_. G é uma retracao se...

* existe7: G » Hcomty = ldy

Retra(}é() *<3INS3.GtalqueG =N X H

e < 3IAG-> H/P(H)eu:G — H tais que




Retracao virtual

* Propriedade: retracao virtual para subgruposf.q. H <. G

* ExistemH <, U<,GeN 2.UtalqueU =N X H

* Grupos finitos

* Grupos abelianos f.g.

* Grupos pro-p livres f.qg.

* Grupos de Demushkin com d(G) > 2

« Oexcepcional & = (x, y|xyx~1 = y~1)




A prova (d(G) > 2)

s.p.g. A existe pela finitude de H/®(H)

U
Seq # 0,0 =n, oun, dependendo da paridade de d / | A

» Existe H <. U <, Gtalque 8 € Im(resg)

Refinamento da apresentacgao
o U= (xq,,xgq|r = 1)tal quen(x,;_1) = 0 paratodon € Im(resg)

Aselevantaemu:U - H




A prova (d(G) = 2)

1

G = (x,y|lxyx™" = y?)

Se (y) € uma retracao virtual, G € virtualmente abeliano

Démushkin nao abeliano + virtualmente abeliano= ¢ =~ |

1

K = (x,y|xyx~! = y~1) tem retracdes virtuais




Aplicacoes:
Greenberg

* Centro trivial

* G grupo de Démushkin com

d(G) > 2

* Se retragao virtual contivesse

N pro-p livre normalem G

= G conteria ZIZ,




G, e G, sao Howson = G ]G, € Howson

(1 e G, tem retragOes virtuais

= (1] ]G, tem retragoes virtuais

G eM.HallsetodoH <. G f.g. ¢

Extensoes

virtualmente um fator livre

Nenhum Démushkin infinito e M. Hall

G € M. Hall f.g. & G é produto pro-p livre

de finitos e pro-p livres




Hanna Neumann,
wes0es | Atiyah &

Inercia




Desigualdade de Hanna Neumann

* G grupo de Démushkin com d(G) > 2

* H K <.Gfq.

* X = conjunto completo de representantesde H \ G / K

« S=5(G,H,K) ={x € X|HnxKx~! # {1}} éfinito

z d(H N xKx~1) =1 < (d(H) — 1D (dK) — 1)

XES




N

dimg H,(U, M)
|G: U]

+ BY(M) = [G: U1RE (M) L%-invariantes
» B (IndjM) = Bf' (M)

L M <, M= BEQM) < BEQMY) + BE (M /M)

.BLG(M) = inst(,G

e M = [F,G]* /N = BS(M) = BS(N) — d + BS (M)




Esboco da finitude de S

e Sinfinito=>3F <, G pro-plivree H',K' <, Ff.g.com |S(F,H,K")| = o

e Como [IFpH']-médqus:

[F,(F/K")] = Ll [F,(H'/H 0 xK'x V)]

XEX!

» CadaH,(H', |F,(H'/H' n xK'x™1)]) é finito

. dim[ppTorPFpF] (IF,H' \ O} |F,(F/KD])




Estrategia da desigualdade

» BE([Fp,(H\ ®)]) = d(H) -1, BE([F,(G/K)]) = d(K) — 1

+ BE([F,(H\ ©)] ® [Fp(6/K)]) = Sxesd(H N xKx™1) — 1

* Submultiplicatividade = desigualdade

« Conjectura de Atiyah: B§ (M) é um inteiro
« |F,(H\ 6)] e |F,(G/K)]tem muitos submédulos com Bf nulo

* Subaditividade = submultiplicatividade




Vale se G € analitico p-adico livre-de-torcao

Démushkin e residualmente isso

Atiyah &
B& (M) arbitrariamente perto de um inteiro
Kaplansky - e

[IFpG] nao possui divisores de 0




G grupo de Démushkin infinito, H <. Gfaq.

1. Todo [[F‘pG]-médqu M finitamente apresentado sobre E OS taIS

H possui um submddulo aberto B tal que B (B) = 0 Su bméd u IOS?

23U <, Geum |F,U]-submédulo A de |F,(H \ 6)]

tais que:

L dimg ([F,H \ 6)]/4) < pE([F, (1 \ &)])

II. pBYA)=0




Submultiplicatividade

e Tomando U e A como em (2):

* B[P, (H\ O] ® [F,(6/K)]) < B (A® [Fp(G/K)]) +
BY([F,(H\ ®))/AR [F,(G/K)])

» Ultimo termo é limitado por B¢ (| F, (H \ &)])BY (|F,(G/K)])

* (1) nos fornece B tal que:

« BU(AR|F,(G/K)]) < B/ (A®B) + B (AR |F,(G/K)]/B)




L*-independéncia

H <, G é L*-independente se

B (ker([F, (H \ ©)] - F,)) = 0

Se H é L?-independente, entdo d(H) < d(G)
Toda retracdo de G é L?-independente

H é L*-independenteem G, K <. G f.g.= H N K é L*-independente em K

M =ker(|F,(HNnK\K)] > F,), N=ker(|[F,(H\G)]~-F,)

BEN) =BE(NQ [F,(G/K)]) =0




* H<_.Géinertesed(HNK) <d(K) para
todoK <. G

* Toda retragao de um grupo de Démushkin é

Corolarios

inerteem G

* Todo subgrupo de um grupo de Démushkin

é virtualmente L*-independente



Obrigado! I'
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