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Figura 1 Cepreii I[lerposuu JIémymikun (Sergey Petrovich Démushkin), nascido em Moscou
em 1932. Fonte da imagem: [Sol96, p. xliv].



Resumo

Os grupos de Démushkin compdem uma classe de destaque entre os grupos profinitos:
sdo aqueles grupos pro-p que satisfazem uma condicdo cohomoldgica andloga a cldssica
dualidade de Poincaré em dimensao 2. Eles ocorrem naturalmente como quocientes pro-p
maximais de grupos de Galois de corpos locais e completamentos pro-p de grupos de
superficie. Esta dissertacdo apresenta a demonstracdo do Teorema de Classificagdo dos
Grupos de Démushkin como obtido através dos trabalhos de S. Démushkin, J.P. Serre e J.
Labute entre 1961 e 1967. Esta dissertagao também coleta, em uma tnica fonte, as recentes
demonstracdes de 2019 e 2020 da validade entre os grupos de Démushkin da propriedade
de Howson, da existéncia de retragdes virtuais para subgrupos topologicamente finitamente
gerados e da conjectura de Hanna Neumann, seguindo os artigos publicados por P. Zalesskii,
M. Shusterman e A. Jaikin-Zapirain, bem como a caracterizagdo dos grupos pro-p que
satisfazem a propriedade de M. Hall. Para estes fins, a teoria (co-)homoldgica dos grupos
profinitos e pro-p e algumas de suas aplica¢des sao desenvolvidas a partir da dlgebra elementar
dos grupos, além de também realizarmos um estudo da teoria de Bass-Serre profinita de

grupos agindo em drvores.

Palavras-chave: Grupos de Démushkin; Propriedade de Howson; Retrag¢ao Virtual; Grupos

de M. Hall; Conjectura de Hanna Neumann.



Abstract

Démushkin groups comprise an important class of profinite groups: they are pro-p
groups which satisfy a cohomological condition analogous to the classical Poincaré duality in
dimension 2. They occur naturally as maximal pro-p quotients of Galois groups of local fields
and p-completions of surface groups. This dissertation presents the proof of the Classification
Theorem of Démushkin Groups as obtained through the works of S. Démushkin, J.P. Serre
and J. Labute between 1961 and 1967. This dissertation also gathers, in a single source, the
recent 2019 and 2020 proofs of the validity among Démushkin groups of Howson’s property,
of the existence of local retractions for topologically finitely generated subgroups and of the
Hanna Neumann conjecture, following the papers published by P. Zalesskii, M. Shusterman
and A. Jaikin-Zapirain, as well as the characterization of the pro-p groups which satisfy
M. Hall’s property. In the process, the homological and cohomological theories of profinite
and pro-p groups and some of their applications are developed from the elementary algebra

of groups, and we also include a study of the profinite Bass-Serre of groups acting on trees.

Keywords: Démushkin groups; Howson’s property; virtual retraction; M. Hall groups;

Hanna Neumann conjecture.
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Introducao

Os grupos profinitos e pro-p compdem uma importante classe de grupos topolégicos,
sejam por suas conexdes histéricas com a Teoria de Galois ([NSWOS, pp. vii-xii]), sejam por
suas recentes aplica¢des na Mecanica Quantica ([VVZ94, pp. ix-xviii]) ou seja pelo interesse
em suas proprias estruturas algébricas ([RZ10, pp. ix-xi]). Dentre esta classe de grupos,
os grupos de Démushkin que ddo nome a este trabalho ocupam um lugar de destaque: sdao
grupos que satisfazem uma condicao cohomolégica andloga a cldssica dualidade de Poincaré
para variedades reais em dimensao 2.

De forma mais precisa, um grupo pro-p G € dito um grupo de Démushkin se os grupos
de cohomologia continua H*(G,F,) = H'(G) de G com coeficientes no corpo finito de

p-elementos [F,, satisfazem trés condigdes:
D1 H'(G) é finito;
D2 dimg, H*(G) = 1;

D3 O produto cup
U: HY(G) x H'(G) — H*(G)

€ uma forma bilinear ndo degenerada.

Como os grupos H'(G) e H?(G) determinam propriedades das apresentagdes pro-p minimais
de G, temos que D1 e D2 sdo equivalentes com G possuindo uma apresentacdo minimal
sobre d € N geradores x4, - - - , x4 com apenas um relator r. Além disto, a condi¢cdo D3 ird
controlar as possiveis expressdes para r em funcao de cada conjunto gerador de G.

O interesse original na dlgebra dos grupos de Démushkin se deu pelo trabalho de S.
Démushkin, que em seu artigo de 1961 [Dé61] descreveu os invariantes numéricos d e g,
bem como forneceu uma férmula para a apresentacdo pro-p de alguns casos particulares
destes em termos de d e gq. Os trabalhos posteriores por J.P. Serre [Ser64] e J. Labute [Lab67]
obtiveram ao longo dos anos 60 do século XX uma classificacdo completa destes grupos em
termos de seus invariantes numéricos d e de seus invariantes ciclotdmicos (algébricos) y. Os

grupos de Démushkin também ocorrem naturalmente como completamentos pro-p de grupos
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fundamentais de superficies compactadas [Ser64, p. 147] e como quocientes pro-p maximais
de grupos fundamentais étale geométricos [Win84, p. 557]. Assim, a estrutura algébrica
dos grupos de Démushkin, além de ser rica por si s6 e exibir fendbmenos reminiscentes do
comportamento de grupos abstratos de superficies, também possui importantes aplicacoes
aritméticas.

Os dois objetivos desta dissertagdo sao:

1. Fornecer uma demonstragdo detalhada do Teorema de Classificacdo dos Grupos de
Démushkin e uma férmula para seu invariante ciclotomico y em fungdo desta classificacao,

como realizado em [Lab67, Teo. 3 e 4].

2. Explorar e demonstrar desenvolvimentos recentes acerca de propriedades combinatdrias
dos grupos de Démushkin: as propriedades de Howson, retracdes virtuais para subgrupos
finitamente gerados e a propriedade de M. Hall, seguindo [SZ19], e a desigualdade de
Hanna Neumann seguindo [JZS19].

Cada uma destas compdem as duas partes deste trabalho. A parte I resume as propriedades
elementares de grupos profinitos e pro-p, da homologia e da cohomologia destes, além de
outras construcdes necessdarias para o desenvolvimento do texto, e conclui com a exposi¢do do
Teorema de Classificag@o e seus coroldrios. A parte II é dedicada ao estudo e a demonstracio
das propriedades mencionadas no seguindo objetivo.

A principal contribui¢ao deste trabalho estd no ato de colecionar os resultados supracitados
em uma Unica fonte, utilizando conveng¢des e notagcdes modernas e unificadas. A exposi¢ao
em portugués € original e, na visdo do autor, poderd contribuir com a difusao do tema no
Brasil e em outros paises falantes da lingua.

Esta dissertacdo busca, por um lado, refletir e formalizar a trajetéria e o trabalho do autor
como aluno do Programa de P6s-Graduagdo do Departamento de Matematica da Universidade
de Brasilia. Entretanto, este estudo comecou alguns anos antes, ainda como aluno de iniciacao
cientifica sob o mesmo orientador, investigando a cohomologia dos grupos finitos e profinitos.
Desta forma, € esperado do autor que este cumpra os objetivos da dissertagdo resumindo a
parte da exposi¢ao que contenha os fatos mais elementares acerca de grupos profinitos, e
dé preferéncia as demonstragdes dos resultados principais. Este foi o principio que guiou a
estrutura e a organizagdo dos topicos do presente trabalho, descrita a seguir.

O Capitulo 1 resume, com 0 minimo de demonstragdes, 0s conceitos, proposicdoes e
teoremas sobre grupos profinitos, a (co)homologia destes, as construgdes pro-p livres e outras
miscelaneas que serdo aplicadas ao estudo dos grupos de Démushkin nos capitulos seguintes.

O Capitulo 2 € dedicado a um estudo detalhado das propriedades elementares dos grupos

de Démushkin, de seus invariantes d, q e x, do Teorema de Classificacdo e de seus coroldrios.
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Inicialmente, o foco é dado ao estudo de exemplos concretos destes grupos como Z/27Z,
grupos de Démushkin “pequenos” como grupos pro-p analiticos p-ddicos e completamentos
pro-p de grupos de superficies compactas. Utilizando a teoria cohomoldgica desenvolvida
no Capitulo 1, este capitulo também fornece a demonstracao do Teorema de Classificacdo e
sua aplicacdo ao estudo do invariante ciclotdmico Y, obtendo como coroldrio uma férmula
para este em termos dos geradores de uma base “candnica”. A principal referéncia desta
exposicado é [Lab67].

No Capitulo 3, ¢ feita a demonstracao de que grupos de Démushkin satisfazem a versao
pro-p da propriedade de Howson. A propriedade de Howson, também conhecida como
FGIP (Finitely Generated Intersection Property, ou propriedade da intersecdo finitamente
gerada), descreve os grupos G cujas interse¢cdes H N K de quaisquer pares H e K de
subgrupos finitamente gerados é também finitamente gerada. Em seu artigo de 1954 [How54],
A. Howson demonstrou que todos os grupos abstratos livres satisfazem esta propriedade.
Utilizando a no¢do de um subgrupo topologicamente finitamente gerado, a propriedade de
Howson possui um andlogo profinito evidente [Lub82, Prop. 3.6]. Desde o trabalho de
Howson, a validade desta propriedade foi estudada para diversas classes de grupos abstratos e
profinitos. Neste capitulo, também € feita a demonstracao de que esta propriedade é fechada
para produtos pro-p livres, seguindo [SZ19].

O Capitulo 4 se dedica a explorar as propriedades de existéncia de retracdes virtuais para
subgrupos finitamente gerados em grupos de Démushkin e sua conexdao com a versao pro-p
da propriedade de M. Hall: a existéncia de subgrupos abertos contendo um dado subgrupo
finitamente gerado como fator livre. Enquanto nenhum grupo de Démushkin infinito satisfaz
a propriedade de M. Hall, muitos grupos de Démushkin satisfazem a propriedade de retragdes
virtuais. O objetivo deste capitulo é demonstrar a caracteriza¢do dos grupos de Démushkin
com a propriedade de retragdes virtuais e a caracterizacdo dos grupos pro-p com a propriedade
de M. Hall seguindo também [SZ19].

O ultimo capitulo busca fornecer uma demonstracao da validade de uma versdo pro-p da
Conjectura Forte de Hanna Neumann em grupos de Démushkin, seguindo [JZS19]. Além
de demonstrar sua homoénima propriedade para grupos livres abstratos, A. Howson obteve
uma cota superior para o nimero minimal de geradores d(H N K) da intersecdo H N K em
termos dos nimeros minimais de geradores d(H ) e d(K). Esta cota foi melhorada por H.

Neumann em [Neu57], que também conjecturou a desigualdade:

d(HNK) — 1< (d(H) - 1)(d(K) —1).
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A versao mais forte

> (d(HNzKzt) = 1) < (d(H) = 1)(d(K) - 1)

z€H\G/K

ficou conhecida como a Conjectura Forte de Hanna Neumann, onde H e K representam
subgrupos finitamente geradores de um grupo livre abstrato. Adicionamente, neste capitulo
os gradientes homoldgicos s@o combinados com as técnicas homoldgicas da pré-publicacio
[AJZ20] para obter uma demonstracdo de que todas as retragdes de um grupo de Démushkin
sdo inertes.

O Apéndice A contém as defini¢cdes e demonstracdes de algumas propriedades de bases
simpléticas e subespacos isotropicos para formas simpléticas definidas em anéis locais com
corpo de residuos possuindo caracteristica p > 0. A principal referéncia € [SZ19], e estes
resultados sao referenciados nos Capitulos 2 e 4.

O Apéndice B retine as demonstracdes de diversas afirmacdes relacionado as apresentacoes
de um G-mddulo profinito p-aniquilado M sobre um grupo pro-p GG e os grupos de homologia
H;(G,M). A principal referéncia seguida é [JZS19], e estes resultados s@o utilizados no
Capitulo 5.

Notacao

Utilizamos os simbolos N, Z, Q e R para denotar os respectivos conjuntos numéricos dos
ndmeros naturais, inteiros, racionais e reais. Adotamos a conveng¢ao de que N contém 0. O
grupo aditivo ciclico de m elementos é denotado por Z/mZ, e o corpo finito de p elementos
¢ denotado por I, para diferencid-lo de sua estrutura aditiva Z/pZ. O corpo dos nimeros
p-adicos € denotado por @Q,,, e o anel dos inteiros p-ddicos € denotado por Z,,.

Escrevemos H <. G para denotar um subgrupo fechado H de um grupo profinito G,
e U <, GG para denotar um subgrupo aberto U, do inglés closed e open respectivamente.
A notagao H d. G e U <, G ¢é utilizada para denotarmos subgrupos normais fechados e
subgrupos normais abertos, respectivamente. Utilizamos d((G) para denotar a cardinalidade
de um conjunto minimal de geradores topolégicos de um grupo profinito GG, ou seu posto.
Utilizamos rk(G), do inglés rank, para denotar seu posto-de-subgrupos, isto é, o supremo
dos postos d(H) onde H <. G. Os grupos Hom(G, H) entre grupos topolégicos G e H sdo
sempre dados pelos homomorfismos continuos de G em H.

Se A é um anel profinito e X é um conjunto qualquer, [AX] denota o A-médulo livre
abstrato sobre o conjunto X. Se X é um espago profinito, [[AX]] denota o A-mddulo livre
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profinito sobre o espago profinito X. Em particular, [[AG]] denota a dlgebra de grupo
completa de um grupo profinito G sobre um anel profinito A.
Dados elementos x,y de um grupo abstrato ou profinito G, o comutador de x e y é

denotado por

[z, y] = zyz 'y "

Segundo [Serl7, p. 29], esta € uma convencao “mais usual”. Contudo, ela altera o enunciado
da férmula para o invariante x de um grupo de Démushkin (compare o Teorema 2.3.13 e
[Lab67, Teo. 4]). Optamos, entdo, por seguir esta que coincide com a adotada no trabalho
original de S. Démushkin [DE61]. O subgrupo derivado |G, G] (ou subgrupo comutador ) de
um grupo topolégico G € o fecho do subgrupo abstrato gerado por todos os comutadores
[z,y] com z,y € G. Este € o nicleo da abelianizacdo G — G™, e independe da escolha de
convengdo para a defini¢do dos comutadores individuais [z, y].

O completamento pro-C de um grupo abstrato (&, onde C € uma classe de grupos finitos,
€ denotado por @c- O completamento profinito € denotado apenas por G,eo completamento
pro-p € denotado apenas por CAJP.

O produto cartesiano de dois grupos topoldgicos G e H é denotado por G x H. Se
{G}icr denota uma familia de grupos topoldgicos, seu produto é denotado por

II¢c:
iel
O produto pro-p livre é denotado por G [ H ou
II¢c:
iel
O grupo fundamental de um grafo de grupos G sobre um grafo profinito I' € denotado por

I1,(G,I). A soma direta de G-médulos grupos discretos M; é denotada por
D
el
e coincide com o produto direto no caso em que [ é finito. A soma direta de G-mdédulos

| | ;.

el

profinitos M; € denotada por

Se G é um grupo pro-p, denotamos os grupos de cohomologia H'(G,TF,) e os grupos de
homologia H,(G,F,) com coeficientes no G-médulo discreto F,, simplesmente por H*(G)

e H;(G), respectivamente. Para todo subgrupo fechado H de G ¢ H-mddulo discreto M,



Notagdo

Coind% (M) denota o G-médulo coinduzido Homp (G, M). Se M é um [[AH]]-médulo
profinito, Ind% (M) denota o [[AG]]-médulo induzido [[AG]] ®(any M.
Se V' € um espaco vetorial sobre um corpo x, entdo seu espago dual Hom,(V, k) é

denotado por V*. Se M € um grupo abeliano profinito ou discreto e de tor¢ao, seu dual de
Pontryagin Hom(M, Q/7Z) é denotado por M".
As seguintes expressOes em Fraktur se referem as respectivas categorias:

set -
Brp -
ab -
pro-ab -
mod*4(R) -
modd'(R) -
Dmod™(A) -
Dmod™(A) -
Pmod™I(A) -
Pmod(A) -
G) -
)

o~

Dgmod
Pgmod

—~ —~

Conjuntos

Grupos abstratos

Grupos abelianos abstratos

Grupos profinitos abelianos

Modulos abstratos a esquerda sobre um anel abstrato R
Modulos abstratos a direita sobre um anel abstrato R
Moddulos discretos a esquerda sobre um anel profinito A
Moddulos discretos a direita sobre um anel profinito A
Moédulos profinitos a esquerda sobre um anel profinito A
Moédulos profinitos a direita sobre um anel profinito A
Moddulos discretos a esquerda sobre um grupo profinito ¢

Modulos profinitos a esquerda sobre um grupo profinito G



Parte I

Notum terram



Capitulo 1

Grupos, anéis, grafos, e modulos

Neste capitulo, iremos colecionar as definicdes e alguns resultados acerca de grupos
profinitos e pro-p que serao utilizados ao longo de todas os capitulos subsequentes. Nosso
objetivo € apenas reunir os enunciados dos teoremas e convencdes como serao utilizados
adiante. Este objetivo guiou a escolha de uma exposicdo enxuta e com o minimo de
demonstracdes. O contetido aqui exposto também €, em sua maioria, detalhadamente coberto
pela literatura, como pode ser observado em [Ser97], [RZ10] e [Rib17] por exemplo. De
todo modo, os enunciados dos principais resultados aqui listados vém acompanhados de uma

referéncia equivalente na bibliografia.

1.1 Grupos profinitos e pro-p

Um espago profinito € um espago topoldgico compacto, Hausdorff e totalmente desconexo.
Um grupo profinito € um grupo topolégico G tal que G seja profinito como espaco topolégico.
Como G € localmente compacto e totalmente desconexo, GG possui um sistema fundamental
de vizinhangas da unidade formado por subgrupos normais abertos {U; };<; e, portanto, de
indice finito, por compacidade. Assim, um grupo G € profinito se, e somente se, G € isomorfo
a algum limite inverso de grupos finitos discretos. Neste capitulo, G sempre denotard um
grupo profinito.

Os primeiros e mais simples exemplos de grupos profinitos sdo os grupos finitos discretos,

o grupo aditivo dos inteiros p-adicos

Zp = I&HZ/Z)HZ,

neN
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e o grupo aditivo dos inteiros profinitos

Z=lmz/mzZ~ [[ z,.
meN p primo
Temos que todo subgrupo fechado H de GG € novamente profinito. Por compacidade, um
subgrupo H < G é aberto se, e somente se, H € fechado e possui indice finito. Utilizamos a
notacdo H <. GG para um subgrupo fechado de G e H <, G para um subgrupo aberto de G
em acordo com a literatura em inglés para closed e open respectivamente.
Se {U; }ies denota a familia de subgrupos normais abertos de (G, entéo para todo subgrupo

fechado H <. (G definimos o nimero supernatural:

(G: H] =mde{[G/U;: H/(HNUy)] |ieTy= [] p™.

p primo

O indice de um subgrupo fechado H de G é o nimero supernatural [G: H]. A ordem |G| de
G é igual ao indice [G: {1}].

Dado um nimero primo p, dizemos que G' é um grupo pro-p se GG € isomorfo ao limite
inverso de p-grupos finitos discretos. Em outras palavras, G € um grupo pro-p se sua ordem
|G| é uma poténcia de p. Todo grupo profinito GG possui algum subgrupo fechado pro-p
maximal G, e todo tal subgrupo é chamado de subgrupo p-Sylow de G.

No Capitulo 2, necessitaremos de compreender a estrutura do subgrupo p-Sylow de Z;,
o grupo multiplicativo dos invertiveis em Z,. Para todo primope 1 < f < oo, defina o

]

subgrupo multiplicativo U;()f ) =1+ 7, de L, € IU[2f como o subgrupo fechado de Z;

gerado por —1 + 2/,

Lema 1.1.1. Temos que

Zp? Sep#27

UL ~
{1} x UéQ) , sep =2

P

¢ o subgrupo p-Sylow de Z.;. Além disto, TU?) ~ Zs. Todo subgrupo fechado préprio de
U =14 27y é isomorfo a UY” ou {£1} x UY para f > 2 oua Ugf/] para2 < f' < oo

dependendo da projecdo e da intersegdo deste com {£1}.

Demonstragdao. Os isomorfismos para UI(,I) e Ug) sdo demonstrados em [Ser70, Prop. I1.8].
Seja H um subgrupo fechado préprio de Uél). Se a projecdo de H em {41} € trivial, entdo
H< Uéz) e como log: IU;Q) — 47,5 €é um isomorfismo ([KKSO00, Prop. 2.17.3]), temos que
H = Ugf) para algum f > 2.



1.1 Grupos profinitos e pro-p 10

Se {#1} é um fator direto de H, entio H é gerado por —1 e um gerador 1 + 2/ da
projecdo de H em Ug), de onde segue que H = {+1} x Ugf). Por fim, se —1 pertence a
projecdo de H sobre {£1} mas este ndo é um fator direto de H, entdo H deve ser gerado por
—1+4 27, onde 1 — 27" gera a imagem da projecio de H em Uf), istoé, H = U[Qﬂ. [

Exemplo 1.1.2. Uma transformagdo afim de Z, é uma fungdo f: Z, — Z, da forma
f(z) = ax + b para algum par de elementos a, b em Z, com « invertivel. Tais fungdes sdo

1y — a~'bh, e, portanto, formam um grupo sob a operacio de

bijetoras, pois f~(z) = a~
composi¢do de fungdes, chamado o grupo de transformagoes afins Aft(Z,). A decomposigio
Z, ~ limZ/ p*Z induz uma decomposi¢do Aff(Z,) ~ lim AfF(Z/ p*7Z) dada pelo limite
inverso das redugdes de a e b médulo p*, demonstrando que Aff(Z,,) é sempre um grupo
profinito.

Temos um isomorfismo ¢: Z, x Z — Aff(Z,) dado por (b, a)(z) = ax + b, onde
Z,; age sobre o grupo aditivo Z, através da multiplica¢do de sua estrutura de anel. Como
X

1+ pZ, = IU,(}) € o subgrupo p-Sylow de Z 7, temos que Z;, X TUS) ¢ o subgrupo p-Sylow de
Aff(Z,). u

O grupo G € topologicamente finitamente gerado se (G possui um subgrupo abstrato
finitamente gerado e denso. Dizemos que G é topologicamente gerado pelos elementos
x1, - ,xg5e G = m Denotamos por d(G) a menor cardinalidade de um conjunto
de geradores topoldgicos para G convergindo para 1, isto €, com a propriedade de que todo
subgrupo aberto U <, GG contém quase todos os elementos deste conjunto. A cardinalidade
d(G) também é chamada de posto de G.

Proposicao 1.1.3. Para todo grupo profinito G, defina o subgrupo de Frattini ®(G) como a

intersecdo dos subgrupos proprios fechados maximais de G. Assim, vale que:
(I) [RZ10, Prop. 2.8.2] Se G = @G/Ui para U; 4. G, entdo ®(G) = @@(G/Ui).

(II) [RZ10, Cor. 2.8.5] Se H®(G) = G para algum subgrupo fechado H <. G, entdo
H=G.

(III) [RZ10, Lem. 2.8.6] Se d(G) é finito, entdo d(G) = d(G/P(Q)).

(IV) [RZ10, Lem. 2.8.7] Se G for pro-p, todo subgrupo maximal possui indice p, P(G) =

GP|G,G] e o quociente G/ P(G) é um F-espago vetorial. Assim, G é topologicamente

finitamente gerado se, e somente se, G /®(G) possui dimensdo finita sobre I,

Precisaremos também da propriedade Hopfiana:
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Proposicao 1.1.4 ([Ser97, Exer. 1, Sec. II1.4.2]). Sejam G um grupo profinito topolo-
gicamente finitamente gerado, e p: G — G uma sobrejecdo continua. Entdo, p é um

isomorfismo.

Sejam I" um grupo abstrato e C uma classe de grupos finitos. O completamento pro-C de

I', denotado por fc, € o grupo profinito dado pelo limite inverso

e = lim I'/A
r/AeC
dos quocientes de I" que pertencem a C. Quando C consiste em todos os grupos finitos,
denotamos fc apenas por T e 0 denominamos o completamento profinito de I', e quando C
consiste em todos os p-grupos finitos, denotamos fc por fp e 0 denominamos o completamento
pro-p de I' (que é sempre um grupo pro-p).

O nudcleo do homomorfismo induzido ¢: I' — fc € dado pela intersec@o dos subgrupos
normais A cujo quociente I'/A pertence 2 C. Seja X uma classe de grupos profinitos.
Dizemos que I é residualmente X se os nicleos de todos os epimorfismos I' — I'/A com
['/A € X se intersectam trivialmente. Se X consiste de todos os p-grupos finitos, dizemos
que I' é residualmente p.

O seguinte resultado serd importante no Capitulo 5 ao estabelecermos a validade da
Conjectura de Atiyah para grupos de Démushkin. Assim, faremos a sua demonstracao:

Lema 1.1.5 ([JZS19, Prop. 5.1]). Sejam X uma classe grupos pro-p fechada para subgrupos

e extensées, G um grupo pro-p topologicamente finitamente gerado e
SoGn <o SOGQ SoGl SOGUZG

uma sequéncia de subgrupos normais abertos de G tais que (., G, = {1}. Se, para cada
n > 1, existe um subgrupo fechado Q,, <. G, tal que Q,, é normalem G,,_1 e G,,_1/Q,, € C,

entdo (G é residualmente C.

Demonstracdo. Paratodon > 1, seja X um conjunto completo de representantes das classes

laterais em G/G,,_1 e defina Qn = ﬂme ¥ rQ,z~'. Note que 0 homomorfismo continuo

Gn—l/@n — H Gn—l/xan_l

zeX

9Qn (ngnxil)xEG/Gn—l

estd bem definido e € injetivo. Como X’ é fechada para extensdes e G /G, é finito, o produto
do lado direto estd em &X'. Assim, como X € fechada para subgrupos, podemos concluir
também que G,,_1/Q,, € X.
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Agora, para cada n > 1, tome Q,, = (), Q;. Temos que a sequéncia de subgrupos (2,

n=1 n=1 n=1 n=1

Desta forma, para mostrarmos que G € residualmente X, € suficiente mostrarmos que
G/, € X paratodon > 1.

Prosseguiremos por indugdo sobre n. Paran = 1, temos

satisfaz:

G/ =G/Q1=Gy/Qr .

Como sabemos que G,,_1/ Q. € X paratodon > 1, 0 passo base estd demonstrado. Suponha
agora que G/€); € X paratodo i < n. A sequéncia exata curta

159, 1/ = G/Q — G/Q 1 — 1

garante, pela hipétese de inducdo, que é suficiente mostrarmos que €2, /€2, € X, uma vez
que X € fechada para extensdes. Porém, X também € fechada para subgrupos, e, como
Qp=_1NQn, 0 grupo €, 1 /8, ~ Qn_lc}n/Qn ¢ um subgrupo de Gn_l/Qn. Podemos,
entdo, concluir que ,,_1 /€2, € X como desejado. ]

Seja X um conjunto qualquer. Um grupo pro-p ' € dito um grupo pro-p livre sobre o
conjunto X se existe uma fungdo c: X — F'tal que V' contém quase todos os elementos de
(X)) para todo subgrupo aberto V' de F' e tal que para toda func¢do f: X — G de X em
um grupo pro-p G com a propriedade de que todo subgrupo aberto U de G contém quase
todos os elementos de f(X) existe um tnico homomorfismo continuo ¢: F' — G tal que
f = wo O grupo pro-p livre F' = F'(X) sobre o conjunto X existe e € tinico a menos de
tnico isomorfismo, e todo grupo pro-p G é um quociente de um grupo pro-p livre.

Dado um subconjunto R C F'(X), dizemos que (X | R) é uma apresenta¢do pro-p para
um grupo pro-p G se existe um isomorfismo entre G e F'(X)/N onde N € a interse¢do de
todos os subgrupos normais fechados de F'(X) contendo R. Neste caso, dizemos que G é

gerado por X sujeito as relagdes R, e utilizamos a notagdo G ~ (X | R) ou
G (v, ,xp|mi==rp=1)

se X ={xy,---,z,} e R={ry, - ,rn}. Se (X | R) é uma apresentagdo abstrata para
um grupo abstrato (&, entdo, ao identificarmos R com um subconjunto do grupo pro-p livre

F(X), temos que (X | R) é uma apresentacdo pro-p para o completamento pro-p CA;'p.
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Seja G um grupo pro-p e defina o posto-de-subgrupos de G por:
tk(G) = sup{d(H) | H <, G},

isto é, rk(G) € o supremo das cardinalidades dos conjuntos de geradores topoldgicos
convergindo para 1 dos subgrupos fechados H de G. Se rk(G) < oo, dizemos que G possui
posto-de-subgrupos finito. Um grupo pro-p G € dito analitico p-ddico se, e somente se, G
possui posto-de-subgrupos finito [DdASMS03, Teo. 8.1].

Proposicao 1.1.6 (Serre, cf. [Laz65, Teo. 111.3.4.5] e [DASMSO03, Exer. 1 do Cap. 3]). Os

grupos pro-p analiticos p-adicos formam uma classe fechada para extensoes.

1.2 G-espacos e G-modulos

Os grupos abelianos topoldgicos sobre os quais GG age continuamente (2 esquerda) por
automorfismos compdem a categoria dos G-moédulos. Ha entretanto significativas diferencas
entre as teorias dos G-mddulos discretos e dos G-mdédulos profinitos, de tal forma que estes
merecem tratamentos diferenciados. Em particular, os G-mdédulos discretos formam uma
subcategoria ® gmod((G) ideal para o desenvolvimento da cohomologia do grupo G, enquanto
que os G-mdédulos profinitos Pgmod(G) se mostram mais adequados para o desenvolvimento
da homologia de G.

Seja X um espaco discreto ou profinito. Dizemos que GG age continuamente (a esquerda)
sobre o0 espaco X se existe uma fungdo continua : G x X — X (denotada por (g, x) — g-x)
satisfazendo 1 - » = x para todo v € Xe g - (92 - ) = (g192) -  para todos z € X e
91,92 € G. Se X possuir a estrutura adicional de grupo topoldgico abeliano, entao dizemos
que G age continuamente (2 esquerda) sobre o grupo topoldgico abeliano X se a acdo sobre
o espaco se der por automorfismos de X. Se X for um espaco discreto ou profinito com
uma acao continua de GG, dizemos que X é um G-espaco. A defini¢do anterior presta-se
naturalmente a uma defini¢do andloga de agdo continua de GG sobre X a direita.

Seja G um grupo profinito. Se G age continuamente sobre um espaco X, para um ponto

x € X dizemos que o conjunto
O.={g-v[geG}

€ a orbita de x pela acdo de G. Analogamente, dado um subconjunto S C X, podemos

definir a 6rbita
Os={g-z|geG, sebS}
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de S pela acdo de (. Para x € X, definimos também o subgrupo fechado
G.={geC|gr=u}

chamado de estabilizador de x em GG. No caso em que X ¢ discreto, GG, também € um
subgrupo aberto de (G. Nesta secdo, a principal referéncia é [RZ10].

Sejam g e g elementos de G. Dizemos que a a¢do de GG sobre X € fiel, ou que G age
fielmente sobre X, se para quaisquer g; e g» em G tais que g; # g» existe x € X tal que
g1r # gox; ou seja, se Gx = {1}. Dizemos que a agdo de G sobre X € livre, ou que G age
livremente sobre X, se para quaisquer g1, g» € G tais que g1 # g2 tem-se que ¢, # gox para
todo z € X; ou seja, se G, = {1} paratodo = € X. Dizemos que um subconjunto R C X é
G-invariante se Or C R, isto é, g - r € R paratodor € Re g € G. Em outras palavras, se
R é fechado para a acdo de G. Neste caso, G também age continuamente sobre o subespaco
R com a ag@o herdada de X.

Definimos o espago dos pontos de fixos de X, denotado por X%, como o conjunto
G-invariante dado pelos elementos de X fixados por todo elemento de G:

X¢={zecX|gr=2 VYgeqG}.

Como X € a interse¢do dos equalizadores entre a identidade Idy e g - (—): X — X para
g € G, temos que X é sempre fechado e, portanto, é novamente um G-espaco. Se X possuir
uma estrutura de grupo topolégico abeliano, entio X também é um subgrupo de X.

Um G-modulo discreto (respectivamente, um G-modulo profinito) € um grupo abeliano
discreto (respectivamente, profinito) M dotado de uma agdo continua G x M — M por
automorfismos de M. Se M é um G-mdédulo discreto (respectivamente, profinito), entdo M
também € um -mddulo discreto (respectivamente, profinito) para todo subgrupo fechado
H <. G. Quando formos explicitamente nos referir a estrutura de H-mddulo em um
G-médulo M, denotaremos este /-médulo por Res; M.

Se M é um G-mddulo discreto, entdo o estabilizador (G,,, de cada elemento m € M é um
subgrupo aberto de (G, e esta propriedade caracteriza os G-mdédulos discretos. Se G € um
grupo pro-p, qualquer G-mdédulo simples, discreto e p-aniquilado (isto €, todo elemento ndo
trivial possui ordem p) € isomorfo a [, com agdo trivial.

Se M é um G-mddulo profinito, entdo todo subgrupo aberto N de M contém um
G-submddulo aberto. Dizemos que um subconjunto {z;};c; € M gera M como G-médulo

profinito se M é o menor subgrupo fechado G-invariante contendo {x; };c;.

Proposicao 1.2.1 ([Bru66, Cor. 1.5]). Sejam G um grupo pro-p e M um G-méddulo

pro-p. Entdo, {x;}ic; é um conjunto gerador de M como G-mddulo se, e somente se,
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{z; + (G — 1) M };¢1 gera topologicamente o quociente M. Em particular, {x;};c; é um
conjunto gerador de M como G-mddulo se, e somente se, {x; + (G — 1)M + pM };c; gera
topologicamente o quociente M¢ /P (Mc).

Seja M um G-mddulo a esquerda discreto ou profinito e defina o G-médulo dual
MY = Hom(M,Q/7Z)

como o grupo abeliano aditivo de todos os homomorfismos continuos de M em Q/Z. Para

todo elemento € MV, definimos uma acéo a esquerda de G sobre ¢ como:

(g0)(z) = (g7 ), Yo e M.

Se ¢: M — N é um homomorfismo de G-mddulos, entdo o homomorfismo induzido
Y. NY — MY através da pré-composi¢cdo com ) comuta com a a¢io sobre o dual assim
definida. Na topologia compacto-aberto, M " é novamente um G-médulo, e se M for discreto
e de tor¢do (respectivamente, profinito) entdo M"Y € profinito (respectivamente, discreto e
de tor¢do). A dualidade de Pontryagin-van Kampen afirma a existéncia de um isomorfismo
natural M ~ M"YV,

Um anel profinito A € um anel associativo e unitario topoldgico isomorfo a um limite
Inverso I&H A; de anéis finitos discretos A;. Um A-mddulo (a esquerda) profinito (respectiva-
mente, discreto) M € um grupo abeliano profinito (respectivamente, discreto) dotado de uma
acdo continua de A sobre M por endomorfismos tal que 1m = m para todo m € M.

Todo grupo abeliano profinito e todo grupo abeliano discreto de tor¢do possuem uma
tnica estrutura de Z-médulo. Todo grupo abeliano pro-p e todo grupo abeliano discreto
p-primério possui uma unica estrutura como Z,-moédulo. Além disso, todo Z,-md6dulo
discreto € necessariamente p-primadrio.

Sejam X um espago profinito, M um A-médulo profinito e ¢: X — M uma fungdo
continua. Dizemos que (M, ) é um A-médulo profinito livre sobre o espaco X se para
toda funcdo continua ¢: X — N de X em um A-mddulo profinito N existe um tnico
homomorfismo p: M — N de A-mdédulos estendendo . Isto €, M é um A-mddulo profinito

livre sobre X se o seguinte diagrama comuta:
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Se (X, *) é um espago profinito com um ponto distinguido * € X e ¢: (X, *) — (M, 0)
¢ uma fun¢@o continua entre espacos com pontos distinguidos, dizemos que (M, 0,¢) é
um A-mdédulo profinito livre sobre o espago com ponto distinguido (X, ) se M satisfaz
uma propriedade universal andloga. Estes médulos existem, sdo tGnicos a menos de tinico

isomorfismo e sdo denotados por [[AX]] e [[A(X, *)]].

Proposicao 1.2.2 ([RZ10, Exer. 5.2.4]). Sejam A um anel profinito e Y e Z subespacos
fechados de (X, %) tais que x € Y e x & Z.

(a) As inclusoes induzem isomorfismos:

(b) Os quocientes induzem isomorfismos:
[ACX, )] /IAY, )] ~ [[AX/Y, )],
[AXT]/[IAZ]] ~ [[MX/2Z, Z)]] 5

(c) Se (Y, x) = (N, (Yi,*) e Z = (\;c; Z; onde Y; e Z; sdo subconjuntos fechados de

(X, %) para todo i e j, entdo

[AY, 0] = (A, 0] e [AZ] = ([AZ]].

el jeJ

Dizemos que um anel profinito A € uma (2-dlgebra para um anel profinito comutativo
(2 se ha um homomorfismo continuo de anéis profinitos ¢: {2 — A tal que a imagem de ¢
esta contida no centro de A. Se A € uma {2-algebra com homomorfismo ¢: 2 — A, A € um
A-moédulo profinito a direita, B € um A-mddulo profinito a esquerda e M € um {2-médulo,

dizemos que uma funcao continua
p:AxB—M
¢ A-balanceada se para quaisquer a,a’ € A, bt/ € Be A € A temos:
olatad,b) = pla,b)+p(d,b), ¢a,b+V) = p(a,b)+p(a,b), plar,b) = p(a,\b).

Dizemos que um 2-médulo profinito M € o produto tensorial completo de um A-médulo

profinito a direta A com um A-mddulo profinito a esquerda B se existe uma fungdo A-
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balanceada A x B — M denotada por (a,b) — a ® b tal que para todo Q-médulo profinito
N e funcdo A-balanceada p: A x B — N existe um tnico homomorfismo de ¢2-mdédulos
@: M — N tal que ¢(a @ b) = ¢(a,b):

A existéncia e unicidade de M/ = A ®, B seguem das mesmas propriedades para o produto
tensorial usual por um processo limite. Algumas propriedades do produto tensorial completo

sdo resumidas a seguir:

Proposicao 1.2.3 ([RZ10, Prop. 5.5.3 e 5.5.4]). Sejam A uma $2-dlgebra para algum
anel profinito comutativo ) e A e B dois A-modulos profinitos a direita e a esquerda

respectivamente. Entdo:

(a) Se
0—> My— M — My —0

¢ uma sequéncia exata curta de A-modulos a esquerda (respectivamente, a direita), entdo
A@AM()—)A@AMl —>A®AM2_>O

(respectivamente, My @y B — M, @) B — M, @, B — 0)

¢ uma sequéncia exata de Q)-modulos. Em outras palavras, os funtores AQ, — e — @, B

sdo covariantes e exatos a direita.
(b) Se A’ e B' também sdo A-médulos a direita e a esquerda respectivamente, temos:
(Ax AY®)\B ~ (A®AB) x (A &)\ B), A®)(BxB')~(A®)\B)x (A®,B').
Assim, os funtores A @y — e — @x B comutam com produtos diretos finitos.
(c) Vale que Ay A~ Ae A®y B ~ B.
(d) Se A ou B forem finitamente gerados como N-modulos profinitos, entdo
ARy B~ A®, B,

onde A ®, B denota o produto tensorial abstrato sobre A.
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(e) Se A é comutativo, entdo A @, B = B @4 A com a devida identificacdo dos N\-modulos

a esquerda e a direita.

Suponha que exista uma agdo continua a esquerda de A sobre A por endomorfismos continuos,
e que essa agdo seja compativel com a acdo a direita no seguinte sentido: para quaisquer \

eNem\ weQeac€ A vale que
AaXN) = Aa)N', e wa=aw.
Entao:

(f) O Q-médulo profinito A @, B é um A-médulo profinito a esquerda com acdo dada por

Ma®b)=(N\a)®b, Yac A beBelcA.

(g) O Q-médulo discreto Homy (A, C') é um A-mddulo discreto a esquerda com agdo dada
por
(Ap)(a) = p(aX), Ve € Homy(A,C)e A€ A.

(h) Vale a férmula de adjungdo: o homomorfismo
U: Homy (B, Homy (A, C)) — Homy (A &, B, C)

dado por
U(p)(a®b) = ¢(b)(a)

paratodoa € A, b € Bep € Homy (B, Homy (A, C)) é um isomorfismo de Q2-mddulos

discretos.

Seja A um anel profinito comutativo e defina a dlgebra de grupo completa [[AG]] como o

limite inverso

[AG]] = lim [A(G/U)]

das algebras de grupo [A(G/U)] onde U percorre os subgrupos normais abertos de G.

Definimos a multiplicagdo em [[AG]] como a unica extensdo continua da multiplicacdo
G x G — G — [[AG]].

Proposicao 1.2.4 ([RZ10, Prop. 5.3.6]). Seja G um grupo profinito e M um G-modulo

discreto de torcdo ou um G-modulo profinito. Entdo:

(a) Existe uma tinica estrutura de [[ZG]|-médulo sobre M compativel com a inclusdo

G — [[ZG]).
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(b) Se M for um G-médulo discreto p-aniquilado ou um G-médulo pro-p, existe uma vinica

estrutura de [[Z,G]]-médulo sobre M compativel com a inclusdo G — [[Z,G]].

(c) Temos

[2,G1)/pl[Z,G]] = [[F G,

e qualquer G-modulo discreto ou profinito que seja p-aniquilado possui uma tinica

estrutura de |[F,G]|-médulo compativel com a inclusao G — [[F,G]].

Sejam H um subgrupo fechado de G e M um H-mddulo discreto a esquerda. Definimos
o médulo coinduzido Coind$ (M) como o grupo abeliano discreto de H-homomorfismos

continuos
Coind% (M) = {f € CY(G, M) | f(hg) = hf(g) paratodo g € G ,h € H}
dotado de uma agao continua a esquerda de G dada por

(9f)(g") = fg'9)-
Se M é um H-mddulo profinito, temos um mddulo induzido

Indf; M = [[ZG)) &gy M

1l

onde a agdo de GG é dada pela multiplicac@o a esquerda no fator [[iGH

Proposicio 1.2.5. Para todo [[F,G]|-médulo M e todo subgrupo fechado H <. G, temos

um G-isomorfismo natural:
Indf; M =~ M &, [[F,(G/H)]) = [[F,(H\G)]] &=, M.

Em particular, [[F,(G/H)|] =~ [[F,(H\G)]|* é 0 médulo induzido Tnd$, F,. Além disso, se
H é aberto em G, entdo Ind$, M possui uma filtragdo de [[F,G]-submédulos

0=My <M, << My_y <M, =TndS M

tal que k = [G: H] e cada quociente M;/M;_, é isomorfo a M.

1.3 Cohomologia em ®gmod(G)

Seja M um G-moédulo discreto. O grupo das n-cocadeias continuas de G em M é o

grupo abeliano aditivo C"(G, M) de todas as fungdes continuas f: G™ — M. Definimos o
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operador de cobordo d™: C"(G, M) — C™(G, M) através da férmula:

(dnf)<gl7 e 7gn+1) - glf(927 e 7gn+1> + Z(_l)zf(glu 5 9iGid 1 7gn+1)
=1

+ (_1)n+1f(g17 T ;gn) :

Definimos o grupo dos n-cociclos Z™(G, M) como o seu nicleo
Z"(G,M)=Ker(d")={f e C"(G,M) | df =0}
e o grupo dos n-cobordos B"(G, M) como a imagem do operador anterior
B"(G, M) =TIm(d" ) = {f € C"(G,M) | existe h € C" (G, M) tal que f = dh} .

Vamos convencionar que C°(G, M) ~ M é o espago das fungdes constantes, que (d°m)(g) =
gm —mparatodo g € Gem € M e que C"(G, M) = 0 (e portanto d" = 0) paran < 0.
Temos que d" ! o d" = (0 para todo n € N. O n-ésimo grupo de cohomologia é entdo dado
por

H"(G,M)=2"(G,M)/B"(G,M).

Temos H°(G, M) ~ MY, e, se a agio de G sobre M for trivial, temos H(G, M) =~
Hom(G, M). Se G for um grupo pro-p, denotaremos os grupos H" (G, F,) simplesmente
por H"(Q).

Se ¢p: G — H é um homomorfismo de grupos profinitos, entdo a pré-composi¢do com ¢

induz homomorfismos nos grupos de cohomologia
H"(p): H*(H,M) — H"(G,M).

Um fendmeno andlogo ocorre se hda um homomorfismo ¢: M — N de G-mddulos e

realizamos a composi¢cdo C" (G, ¥) com 1), de forma que também obtemos homomorfismos
H"(¢): H*(G,M) — H"(G, N)

nos grupos de cohomologia.
Se M € um G-médulo discreto, entdo

H"(G,M) = lim H"(G/U,M")
Ud,G
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onde U percorre os subgrupos normais abertos de (. Para todo G-mddulo discreto M, os

grupos H"(G, M) sdo grupos de tor¢do. A inclusdo ¢: H — G induz homomorfismos
res%: H"(G, M) — H"(H, M)
nos grupos de cohomologia dadas pela restricao das n-cocadeias a H:
(res% ) (hy, -+ hy) = f(h1,--+ ,hy) se f € C"(G, M) representa z € H"(G, M) .

Este homomorfismo é chamado de restricdo e sua imagem independe da escolha de represen-
tante f da classe v € H"(G, M).

Sejam M um G-médulo discreto e N um subgrupo normal fechado de G. A agdo
continua de G sobre o G-médulo discreto M se fatora através de uma agdo continua de
G//N e portanto estdo definidos os grupos de cohomologia H"(G /N, M*). A composigdo
dos homomorfismos induzidos pela proje¢do G — G/N e pela inclusdo MY — M definem

homomorfismos
infg,y: H'(G/N,M"™) — H"(G, M)

chamados de inflagées. Sua agdo em um elemento x € H"(G /N, M) é dada por

(infG/n @)(g1, -+, 9n) = f(g1N, -+, 9uN) se f € C"(G/N, M™)
representa x € H" (G, M) .

Existe um homomorfismo de grupos abelianos tr: H'(N, M)¥ — H?(G /N, M) chamado

transgressdo tal que obtemos uma sequéncia exata de grupos abelianos:

infG res@
0— HY(G/N,MN) X" HY(G, M) = H'(N, M)V

G
1nfG

B 1Y G/N, M) Y HX(G, M)

Para toda sequéncia exata curta
0—-M S5MS M —0
de G-modulos discretos existem homomorfismos candnicos
" H"(G,M") — H"™ (G, M) (n>0)
chamados de homomorfismos conectores tais que a sequéncia longa

0= HG, M) ™Y 5oG, m) "5 moq, My S BV G, ) T
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¢ uma sequéncia exata natural. Em outras palavras, H*(G, —) € o funtor derivado a direita
do funtor aditivo covariante exato a esquerda M + M% em Dgmod(G). Logo, H*(G, —) é
um funtor cohomolégico covariante universal.

Temos um homomorfismo candnico de H-médulos 4 esquerda Coind$ (M) — M dado
por f +— f(1). Este homomorfismo é compativel com a inclusdo H — G, de forma que ela

induz um homomorfismo nos grupos de cohomologia

H™(G, Coind$(M)) — H™(H,M).
Em todas as dimensoes 12, 0 homomorfismo

H™(G, Coind$(M)) — H"(H, M)

€ um isomorfismo natural em M, chamado de isomorfismo de Faddeev-Eckmann-Shapiro.
Se U € um subgrupo aberto de G e M é um G-mdédulo, temos um homomorfismo de G
médulos ¢: Coind$ (M) — M natural em M dado da seguinte forma: fixando um conjunto

transversal finito {g;} de U em G, definimos
() => g7 flg:).
Gi
A composi¢ao
apiro— ! n
1, M) T gr(@, Coindé M) " G, )

é 0 homomorfismo que chamamos de correstri¢io cor&: H™(U, M) — H"(G, M).

Proposicao 1.3.1 ([Ser97, Exer. 1da Sec. 1.2.6]). Seja I" um grupo discreto, e seja f: I' — G
um homomorfismo injetivo de I' em um grupo profinito G, cuja imagem é densa em G. Entdo,

para todo G-modulo discreto finito M e todo n € N, sdo equivalentes:

A(n) A aplicacao induzida H1(G, M) — HY(T', M) é bijetiva para ¢ < n e injetiva para
q=n+1

B(n) A aplicagdo induzida H'(G, M) — H(T', M) é sobrejetiva para todo q < n.

C(n) Para todo x € HI(I', M) com 1 < q < n, existe um G-médulo discreto finito M’
contendo M tal que a imagem de x em H1(I', M') — H9(I", M) é nula.

D(n) Paratodox € H1(I', M) com 1 < q < n, existe um subgrupo Iy de I, imagem inversa
de um subgrupo aberto de G, tal que a imagem de x em H(I', M) — H%(I'y, M) ¢é

nula.
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Além disso, A(0), B(0), C(0) e D(0) sao sempre verdadeiras. Os grupos de cohomologia
HY(T, M) denotam a cohomologia abstrata do grupo abstrato de T

Dizemos que a p-dimensdo cohomolégica de G é o menor inteiro nao-negativo cd,(G)
tal que a componente p-primaria H"(G, M)(p) de H"(G, M) é nula para todo n > cd,(G)
e G-modulo discreto de tor¢do M. Se tal inteiro ndo existe, postulamos que c¢d,(G) = co. A
dimensdo cohomolégica de G é o supremo das p-dimensdes cohomoldgicas sobre todos os
primos p:

cd(G) = sup cd,(G).

p primo
Tem-se cd,(G) < k se, e somente se,, para todo G-médulo discreto simples p-aniquilado
M, vale H***(G, M) = 0. Um grupo pro-p G satisfaz cd(G) < k se, e somente se,
H*Y(G,F,) = H*"}(G) = 0. Um grupo pro-p G é pro-p livre se, e somente se, cd(G) < 1.
A p-dimensdo cohomoldgica estrita de G é o menor inteiro ndo negativo scd,(G) tal que
a componente p-primdria H" (G, M )(p) é nula para todo n > scd,,(G) e G-médulo discreto
qualquer M. Se tal inteiro ndo existe, definimos scd,(G) = oo e definimos a dimensdo

cohomolégica estrita de G como o supremo

scd(G) = sup scd,(G) .

p primo

Para todo grupo profinito G e primo p, tem-se:
cd,(G) <scd,(G) <cdy(G)+ 1.

Se G é um grupo pro-p e d(G) € a cardinalidade de um conjunto minimal de geradores de
G convergindo para 1, vale a férmula

d(G) = dimg, H'(G) .

O nimero minimal de relagdes em uma apresenta¢do pro-p minimal de G € dimy, H 2(@Q).
Seja G um grupo pro-p com c¢d(G) < co. Suponha que os grupos H"(G,F,) = H"(G)
sejam finitos para todo n € Z, e defina a caracteristica de Euler-Poincaré de G como a soma

alternada:

e}

X(G) = (~1)" dimg, H'(G).

n=0
Proposicao 1.3.2 ([Ser97, Exer. 1da Sec. 1.4]). Se U é um subgrupo aberto de um grupo pro-

p G tais que os grupos H" (G sdo finitos para todo n € 7, entdo os grupos de cohomologia
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H"™(U) também sao finitos para todo n € 7, e vale que
x(U) = [G: Ulx(G).

Proposicao 1.3.3 (Férmula do posto para grupos pro-p livres [Ser97, Ex. 4 da Sec. 1.4]).
Seja ' = F(n) o grupo pro-p livre sobre um conjunto de n elementos. Temos que
n=d(F)=1— x(F), e para todo subgrupo aberto U <, F, temos que U é também é um
grupo pro-p livre topologicamente finitamente gerado e seu nitmero minimal de geradores
satisfaz

dU)—1=[F:U]d(F)—-1).

Corolario 1.3.4 (Desigualdade do posto para grupos pro-p). Seja G um grupo pro-p topologi-
camente finitamente gerado. Entdo, todo subgrupo aberto U de G também é topologicamente

finitamente gerado e seu nitmero minimal de geradores satisfaz a desigualdade
dU)-1<[G: Ul(d(G) —1).

Reciprocamente, um grupo pro-G topologicamente finitamente gerado é grupo pro-p

livre se, e somente se, tem-se
dU)—-1=[G: Ul(d(G) = 1)

para todo subgrupo aberto U de G ([Ser97, Exer. 1.4.2.4]).

Uma funcao Z-bilinear ¢: M; x M; — M; entre G-mddulos discretos € dita um G-
pareamento se p(gmy, gms) = gp(my, my) para qualquer g € G, my € My e my € M.
Assim, o mapa candnico M; x My, — M; ®z My é um G-pareamento, e qualquer G-
pareamento ¢: M; X My — M3 induz um tnico homomorfismo ¢: M; ®z My — M de

G-modulos. Existem tnicas aplicagdes bilineares
U: H'(G, M) x H (G, My) — H™(G, Ms)

que estendem ¢ em dimensao zero, chamadas produtos cup. Estas aplicagdes sdo funtoriais
em My, M, e M3 e compativeis com os homomorfismos conectores 9.
Se R € um anel discreto sobre o qual GG age trivialmente, entdo a multiplicacdo Rx R — R

€ um G-pareamento e induz uma multiplicacdo graduada nos grupos de cohomologia
U: H(G,R) x H(G,R) — H" (G, R).

Esta multiplicagdo é realizada simplesmente pela multiplica¢do de classes: se f € C'(G, R)
representa + € H'(G,R) e h € C’(G,R) representa y € H/(G,R), entdo z Uy €
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H™I(G, R) é representada pela fungdo

(f-h)(gr, -+ 5 girs) = [(g1,- -+, g)R(Giv1, -+, Givj) -

1.3.1 Grupos de dualidade de Poincaré

Definicao 1.3.5. Seja G um grupo pro-p. Dizemos que G satisfaz a dualidade de Poincaré
em dimensao n se as seguintes condi¢des P1-P3 sao satisfeitas:

P1 H(G) = H'(G,F,) é finito para todo i € N;
P2 dimg, H*(G) = 1;
P3 O produto cup
U: H(G) x H"(G) — H"(G), i > 0 qualquer

¢ uma forma bilinear ndo degenerada, isto é, y — (x — x U y) é um isomorfismo para
todoy € H'(G).

Neste caso, G € dito um grupo de dualidade de Poincaré (em dimensao n). Também serd
util considerarmos as condi¢des P1 e P3 restritas apenas para dimensoes menores do que ou

iguais a n:
P1’ HY(G) é finito paratodo 1 < i < m;
P2’ dimg, H"(G) = 1;
P3’ Os produtos cup
U: H(G) x H"(G) = H"(G), 1<i<n
sdo formas bilineares ndo degeneradas.

Proposicao 1.3.6 ([Ser97, Prop. 1.32]). Seja G um grupo pro-p satisfazendo em dimensdo n
as condicoes P1’-P3’ dadas na Definicdo 1.3.5. Se G ¢ infinito, entdo G satisfaz a dualidade

de Poincaré em dimensdo n.

Exemplo 1.3.7 ([Ser97, Exer. 1 da Sec. 1.4.5]). Se G’ é um grupo pro-p comutativo, entao é

equivalente:

(@) cd(G) =n;
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(b) G é isomorfo a Z";
(¢) G é um grupo de dualidade de Poincaré em dimensao n.

Exemplo 1.3.8 ([Laz65, Teo. V.2.5.8]). Todo grupo pro-p analitico p-ddico de dimensao n
livre-de-torcao € também um grupo de dualidade de Poincaré de dimensdo n. Em particular,

Z,, € um grupo de dualidade de Poincaré em dimensdo n para todo n € N. ]

Dizemos que um G-mdédulo discreto e de tor¢do [ € o modulo dualizante de G' em
dimensao n se para todo G-mdédulo discreto finito M existe um isomorfismo natural em M

de grupos abelianos:
H"(G,M)" = Homz(H"(G,M),Q/Z) ~ Homg (M, I).

Proposicao 1.3.9 ([Ser97, Prop. 1.30 e seu Cor.]). Seja G um grupo pro-p de dualidade de
Poincaré em dimensdo n. Entdo, o modulo dualizante I de G em dimensdo n estd definido e

temos:

(a) Se M é um G-médulo discreto p-aniquilado, entdo H'(G, M) é finito para todo i € N e
o produto cup
U: H(G,M) x H'(G,M*) — H"(G) ~F,
induzido pelo G pareamento de M com o seu dual M* = Homg, (M, F,) é uma forma

bilinear ndo degenerada (a acdo de G sobre M* é dada por (gf)(m) = f(g~'m)).

(b) Todo subgrupo aberto U de G é um grupo de dualidade de Poincaré em dimensdo n, e a

correstricdo corS: H"(U) — H™(G) é um isomorfismo em dimenséo n.
(c) I éisomorfo a Q,/Z, como grupo abeliano.

(d) O homomorfismo canénico i: H"(G,I) — Q/7Z é um isomorfismo entre H" (G, I) e um

subgrupo isomorfo a Q,/Z,.

(e) Para todo G-médulo discreto finito p-primdrio M, defina M = Homy (M, I) com a agdo
de G dada por (gf)(m) = gf(g~'m). Entdo, para todo i € N, o produto cup

U: H(G,M) x H" (G, M) — H"(G, 1) ~ Q,/Z,
induzido pelo G-pareamento (m, f) — f(m) é uma dualidade entre os dois grupos

finitos H{(G, M) e H"'(G, M), isto é, as aplicagées

H'(G, M) — Homgz(H" (G, M),Q,/Z,) ~ H" (G, M)
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H" (G, M) — Homz(H' (G, M),Q,/Z,) ~ H'(G, M)"
sdo isomorfismos.

Uma vez que Autg(7) € isomorfo ao grupo das unidades p-ddicas Z,, a agio de G sobre

I induz um homomorfismo candnico
. X
x:G—17Z,

denominado invariante ciclotomico de GG, cuja imagem estd contida no subgrupo U; das

unidades principais (congruentes a 1 (mod p)).

Coroléario 1.3.10 ([Ser97, Prop. 1.31]). Seja G um grupo pro-p de dualidade de Poincaré
em dimensdo n, e seja x: G — Z, seu invariante ciclotémico. Para que scd(G) seja igual a

n + 1 é necessdrio e suficiente que Im(y) seja finita.

Exemplo 1.3.11 ([Ser97, Exer. 5 da Sec. 1.4.5]). Se H € um subgrupo fechado préprio de um
grupo G de dualidade de Poincaré em dimensdo n, entdo a restrigdo res%: H"(G) — H"(H)
¢ nula em dimenséo n. Além disso, se [G: H| = oo, isto é, se H ndo for aberto em G, temos
quecd(H) <n— 1. |

1.4 Homologia em Pgmo0(G)

Sejam GG um grupo profinito e M um G-mddulo profinito. Definimos o n-ésimo grupo
de homologia de G com coeficientes em M como n-ésimo funtor derivado a esquerda

H,(G, M) = TorlZ(Z, M)

do produto tensorial completo M 2@)[[%]} M. Assim, o funtor H,(G, —): PBgmod(G) —
pro-ab € um funtor homoldgico covariante, coapagédvel e universal [RZ10, Prop. 6.1.9].

Temos
Ho(G, M) = Z @y M =~ Mg

através da fungo Z-balanceada (A,m) = Am € M.

Para todo subgrupo fechado H de G e todo H-mdédulo profinito M temos um homomor-
fismo candnico de H-mddulos a esquerda v: M — Indfl M dado por m — 1 & m. Este
homomorfismo composto com a troca de tensores completos induz o isomorfismo de Shapiro

na homologia: em todas as dimensdes 7, 0 homomorfismo

H,(H,M) — H,(G,Ind%(M))
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€ um isomorfismo natural em M.

No Capitulo 5, utilizaremos a construcio da soma direta profinita de médulos profinitos
para interpretarmos homologicamente a desigualdade de Hanna Neumann. Esta construcao é
dada através de feixes de mddulos profinitos e de seus morfismos, como definido a seguir.

Sejam X um espago profinito ¢ A um anel profinito. Um feixe de A-mddulos profinitos a
esquerda sobre X € um espago profinito M, chamado espago base, dotado de uma sobreje¢ao

continua 7: M — X com as seguintes propriedades:

(a) Paratodo r € X, a fibra M(¢) = 7~ () € um A-médulo profinito como subespago de
M.

(b) Definindo
M2 = {(ml,mg) € M X M | 7r(7711) = W(mg)},

as fungdes i M? — Me pr: A x M — M dadas por pg(my,ms) = my —my e
pm(A, m) = Am sdo continuas.

Definimos um feixe de A-md6dulos profinitos a direita sobre X de forma andloga.
Se o: X — X’ é uma fun¢ao continua entre dois espacos profinitos e M e M’ sdo
feixes de A-mddulos sobre X e X', respectivamente, um morfismo de feixes é um par (o, )

onde av: M — M’ é uma fung¢@o continua tal que o diagrama

M2 M

-

X — X !
«
comuta e a restri¢do de ajp(z): M(x) = M(a/(x)) é um homomorfismo de A-mddulos.
Em particular, se X = X’ e o/ = Idy, um morfismo de feixes de A-médulos sobre X é uma
funcdo continua de espacos base que induz homomorfismos nas fibras.

Se X’ = {x} é um espaco discreto de um s6 elemento, entéo todo A-médulo profinito M
pode ser visto como um feixe sobre X’. Desta forma, também estd definido um morfismo
a: M — M de um feixe de A-mddulos profinitos M sobre um espago profinito X em
um A-médulo profinito M. A aplicacdo o é nada menos que uma fungdo continua cujas
restricdes as fibras sdo homomorfismos.

Sejam X um espacgo profinito e M um feixe de A-mddulos profinitos a esquerda sobre
X. Dizemos que M € Pmoo™(A) é uma soma direta profinita do feixe M se existe
um morfismo ¢: M — M com a seguinte propriedade universal: para qualquer morfismo
pv: M — M’ de M em um A-médulo profinito M’ existe um tinico homomorfismo de
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A-médulos p: M — M’ tal que p = @ o ¢.

MM

XE@

M’
Temos que M sempre existe e estd definido a menos de um isomorfismo tnico. A soma direta

profinita é denotada por

rzeX
Lema 1.4.1 ([Mel90, Lem. 3.3]). Seja M um feixe de [[AG]|-mddulos sobre um espago
profinito X para algum grupo profinito G e anel profinito A. Entdo, temos

H, (G’, |_| M([E)) ~ |_| H,(G,M(x)).

rzeX zeX

Corolario 1.4.2 (Férmula das classes duplas). Seja G um grupo profinito e H e K dois
subgrupos fechados de G. Entdo, para todo anel profinito A, temos um isomorfismo de
[[AK]-médulos profinitos:

[AG/E)] =~ || [AH/HNzKe )]
z€eH\G/K

1.5 Construcoes pro-p livres

Sejam {G,, | o € A} grupos pro-p. Uma familia de homomorfismos {9, ;: G, — K}
em um grupo pro-p K € dita convergente se todo subgrupo normal aberto H de K contém
quase todas as imagens ¢, ; (G ). Dizemos que um grupo pro-p G é um produto livre dos
grupos G, se existem homomorfismos continuos convergentes ¢, : G, — G tais que para
todo grupo pro-p H e homomorfismos continuos convergentes v, : G, — H existe um tnico

homomorfismo continuo ¢): G — H fazendo o diagrama abaixo comutar:

| X

G, —— H
(&

«
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O produto pro-p livre G sempre existe e € inico a menos de tnico isomorfismo por sua

propriedade universal, e o denotaremos por

G=]]G..

acA

Alguns fatos fundamentais sobre produtos pro-p livres serdo necessdrios para 0 nosso
estudo da propriedade de Howson em produtos pro-p livres no Capitulo 4. O primeiro deles

€ que o produto pro-p livre satisfaz:

Proposicao 1.5.1. Sejam G e G5 grupos pro-p ndo-triviais e tome G = G1 || Gs. Entdo,
G é infinito.

Também necessitaremos do fato de que, assim como no caso abstrato, o nimero minimal

de geradores topoldgicos € aditivo sob a operagdo de produtos pro-p livres:

Teorema 1.5.2 (Versao pro-p do Teorema de Grushko-Neumann [Lub82, Prop. 2.9]). Sejam
G e H dois grupos pro-p finitamente gerados. Entdo, d(G [[ H) = d(G) + d(H).

Dado um grupo pro-p G e um subgrupo fechado H deste, precisaremos de ferramentas
para testarmos se H € um fator livre de G, isto €, se existe um subgrupo fechado K de G tal

que G ~ H ][] K. O seguinte critério serd também usado no Capitulo 4:

Lema 1.5.3 ([Lub82, Lem. 3.1]). Sejam F' um grupo pro-p livre finitamente gerado e H um

subgrupo fechado de F. Entdo, sdo equivalentes:

(a) H é um fator livre de F', isto é, existe um subgrupo fechado K de F' tal que a aplicacdo

H]] K — F induzida pelas inclusées é um isomorfismo.
(b) ®(F)NH = P(H).

Esta caracterizagdo dos fatores livres de um grupo pro-p livre topologicamente finitamente
gerado pode ser utilizada para mostrarmos que estes grupos satisfazem uma versao pro-p
da propriedade de M. Hall, isto €, que subgrupos fechados topologicamente finitamente
gerados destes sdo virtualmente fatores livres; fato que serd novamente necessdrio para o

desenvolvimento dos argumentos do Capitulo 4 sobre produtos pro-p livres.

Teorema 1.5.4 (Versao pro-p do Teorema de Marshall Hall, [Lub82, Teo. 3.2]). Seja F' um
grupo pro-p livre de posto 2 < d(F') < co. Se H é um subgrupo fechado e topologicamente

finitamente gerado de F, entdo existe um subgrupo aberto K de F' tal que H é um fator livre
de K.

Outro critério que também serd aplicado no Capitulo 4 € dado pelo lema a seguir.
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Lema 1.5.5 ([SZ19, Lem. 4.1]). Sejam H um grupo pro-p, F' um grupo pro-p livre e
G =H]]F. Se K é um subgrupo fechado de G tal que a restri¢cdo da projecio G — F
para K é um isomorfismo, entdo G = H [[ K.

Se G é um grupo pro-p dado por um produto pro-p livre [ . , G € H é um subgrupo
fechado de G, mesmo se H nio for um fator livre de G, podemos decompor H em um produto
pro-p livre de subgrupos dos fatores livres GG, e alguns de seus conjugados. Esta é a chamada
decomposicao de Kurosh do subgrupo H, em analogia a decomposi¢ao existente no caso de
produtos livres entre grupos abstratos. Nos Capitulos 3 e 4, precisaremos de duas versdes
pro-p do teorema da decomposi¢ao de Kurosh, enunciados a seguir. Chamamos a atenc¢ao
para a validade de um teorema de decomposi¢ao mais geral do que os aqui enunciados, dado
em [Mel90, Prop. 5.2].

Teorema 1.5.6 (Versao pro-p do Teorema da Decomposi¢do de Kurosh para subgrupos
abertos, [BNW71]). Seja H um subgrupo aberto do produto pro-p livre

G=1]Ga.
acA
Entdo, para cada o € A, existe um conjunto D, de representantes das classes laterais duplas
H\G/G, tal que as inclusées
{uGou™'NH — H|u€ D,,a € A}

convergem, e H é o produto pro-p livre

H~ H uGou ' N H HF,

a€AuEDy
onde F' é um grupo pro-p livre de posto finito.
Teorema 1.5.7 (Versao pro-p do Teorema da Decomposi¢ao de Kurosh para subgrupos

finitamente gerados [HR87, Teo. 4.4]). Seja H um subgrupo fechado topologicamente

finitamente gerado do produto pro-p livre

G=]]G..

acA

Entdo, existe um subconjunto finito Ay C A tal que para cada o € Ay existe um conjunto

D,, de representantes das classes laterais duplas H\G /G, tal que as inclusoes

{uGou ' NH — H|u€D,,a € Ay}
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convergem, e H é o produto pro-p livre

H ~ H uGou N H HF

aEA uED,

onde F é um grupo pro-p livre de posto finito. Além disso, temos que aG,a™' N H = {1}
paratodoo € Gex € A— Ap.

Também € vélido, no universo pro-p, uma versdo do Teorema de Howson para subgrupos

topologicamente finitamente gerados de grupos pro-p livres:

Teorema 1.5.8 (Versao pro-p do Teorema de Howson, [Lub82, Prop. 3.6]). Seja F' um grupo
pro-p livre de posto finito. Entdo, a intersecdo de dois subgrupos topologicamente finitamente

gerados de F' é novamente topologicamente finitamente gerada.

A propriedade de Howson € a propriedade dos grupos pro-p que satisfazem o enunciado
deste teorema, isto €, sdo os grupos pro-p G tais que a intersecdo H N K de quaisquer subgrupos
fechados topologicamente finitamente gerados H e K de GG € novamente topologicamente
finitamente gerada, e serd estudada no Capitulo 3.

1.6 Grafos profinitos

Um grafo profinito é um espago topoldgico profinito, isto é, compacto, Hausdorff e
totalmente desconexo, denotado por I', juntamente com um subconjunto distinguido V' (I")
nao-vazio cujos elementos sdo denominados vértices de I'; além disso, deve existir um par de
fungdes continuas dy, d;: I' — V(I') denominadas incidéncias de I' que, restritas a V' (I),
coincidam com a identidade. As arestas de I" sdo os elementos de £(I') =T — V().

Um subespaco profinito A de I' é dito um subgrafo de I" se d;(A) C A parai € {0,1}.
Neste caso, temos V(A) = V(I') N A e E(A) = E(I') N A. Um quasimorfismo (ou
gmorfismo) de grafos profinitos € uma func¢do continua ¢: I'y — I's que leva vértices em
vértices. Se p(e) € E(I'y) paratodo e € E(I'y), isto &, se o leva arestas em arestas, dizemos
que o é um morfismo de grafos profinitos. Um grafo profinito I' € dito conexo se, para todo
quasimorfismo ¢: I' — A com A um grafo finito, a imagem ¢(I") € conexa como um grafo
abstrato. Uma componente conexa de um grafo profinito [' € um subgrafo fechado conexo
maximal.

Sejam A um anel profinito, I' um grafo profinito e

(E(I), %) = (I/V(I), V()
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o quociente de I" pelo seu subespago de vértices V(') com ponto distinguido dado pela
imagem de V' (I"). Denotamos por C(I', A) o complexo de A-mddulos profinitos associados a
I" por

0 — [[AE*(T),*)]] N [AV(D)]] = A —0.

O mapa d € induzido por d; — dy e € € induzido pela func¢do constante igual a 1. Note que
se E(T") é fechado em T, temos que [[A(E*(T), %)|] = [[AE(T)]]. Os grupos de homologia
de I' s@o definidos por

Ho(I',A) = Ker(e)/Im(d), Hy(I',A) = Ker(d).

Sel = @Fi, entdo Hy(I',A) = @Hk(Fi,A). Um grafo profinito I' é conexo se,
e somente se, Hy(I', A) = 0 para algum (e, logo, para todo) anel profinito A. Um grafo
profinito conexo I' € uma p-drvore se H,(G,Z,) = 0. Equivalentemente, I" ¢ uma p-drvore
se Hy(G,Z,) = 0 para k € {0,1}.

Um grafo de grupos pro-p finito é um par de espacos profinitos (G, I') e fung¢des continuas
0o, 01: G — G tais que I' é um grafo finito, G = |, G() é o espaco profinito dado pela
unido disjunta dos grupos pro-p G(x) para cada z € I' como espacos topoldgicos e as fun¢des
0; satisfazem (i) a restricdo de 0; & G(x) é um homomorfismo e sua imagem estd contida em
G(d;(z)) para todo x € T', (ii) 0; restrita G(v) € a identidade para todo v € V(I') e (iii) 0;
restrita a G(e) é injetiva para todo e € E(I"). Os grupos G(v) parav € V(I') sdo chamados
grupos de vértices, e os grupos G(e) para e € E(I") sdo chamados de grupos de arestas.
Dado um grafo de grupos pro-p finito G, denotamos por Gy o grafo de grupos pro-p finito
dado pela unido (J,cy(ry G(v) grupos de vértices.

Se (G,I") é um grafo de grupos sobre um grafo finito e conexo I', definimos o grupo
fundamental 11,(G,T") deste grafo de grupos da seguinte forma: seja 7' um subgrafo de I'
dado por uma drvore maximal e seja L = F(I') — E(T'). Fazendo F}, o grupo pro-p livre

sobre o conjunto L, temos:
m@.0) = (| [T 6@ | I]F |/~
veV ()
onde N € o subgrupo fechado gerado como subgrupo normal pelo conjunto
{0o(x) tedy(z)e ™ |e€ L,x € G(e)}.

Exemplo 1.6.1. Seja G = [ [\, G; o produto pro-p livre dos grupos G;. Entdo, G ¢ isomorfo
ao grupo fundamental do grafo de grupos dado pela Figura 1.1.
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Figura 1.1 Grafo de grupos pro-p associado ao produto pro-p livre [ [}, G;. Temos G(e) = 1
para toda aresta e.

Além disto, existe uma p-darvore I padrdo sobre a qual G age continuamente tal que
G\I" =T [Rib17, Sec. 6.3]. |

Os seguintes resultados acerca da identificagdo de um grupo pro-p com o grupo funda-
mental de um grafo de grupos pro-p finito serdo necessarios no Capitulo 4 para a classificacao
dos grupos pro-p que satisfazem a propriedade de M. Hall:

Teorema 1.6.2 ([WZ17, Thm. 3.6]). Seja G um grupo pro-p topologicamente finitamente

gerado contendo um subgrupo aberto normal H que se decompoe como um produto livre

pro-p
H= (H Hi> I1r
i=1
com H; % 7, sendo um grupo pro-p livremente indecomponivel para todo 1 < i <ne F

um grupo pro-p livre (ndo-trivial se n = 1). Entdo, existe um grafo de grupos pro-p finito e

conexo (G, ) tal que:

(1) Temos G ~ I1,(G,TI).

(2) Para toda aresta e € E(I") temos que H N G(e) = {1}.
(3) Existe um vértice v € V(I') tal que H = H N G(v).

Corolario 1.6.3 ([WZ17, Cor. B)). Seja G um grupo pro-p topologicamente finitamente
gerado e livre-de-torcdo. Se G possui um subgrupo aberto U que se decompdoe em um
produto pro-p livre ndo-trivial (isto é, existem subgrupos proprios ndo triviais H e K de U

tais que U = H || K), entdo G se decompde em um produto pro-p livre ndo trivial.



Capitulo 2
Grupos de Démushkin

Grupos de Démushkin sdo, além do principal objeto de estudo desta dissertagdo, os
analogos pro-p dos grupos de superficie. De fato, grupos de Démushkin compartilham
diversas similaridades com os grupos de superficie: no mundo pro-p, eles sao os grupos que
satisfazem a dualidade de Poincaré em dimensdo 2 com coeficientes em I, compartilham
varias propriedades com a classe dos grupos pro-p livres e inclusive contém estes como
subgrupos fechados de indice infinito. H4 também uma apresentac¢ao “candnica” para cada
grupo de Démushkin GG dada em fung¢do de seus invariantes d, g e x, descritos neste capitulo,
reminiscente da apresentacao abstrata de um grupo de superficie.

O primeiro trabalho publicado acerca dos grupos de Démushkin foi o artigo de 1954 por
Y. Kawada [Kaw54]. Neste periodo o interesse nestes grupos era puramente aritmético, isto é,
estudavam-se apenas os grupos de Démushkin como alguns grupos de Galois de p-extensoes
maximais de certos corpos locais. Kawada demonstrou que, se K € uma extensao finita de
Q, de grau n contendo uma raiz p-ésima da unidade ndo trivial, entdo o grupo de Galois G
da p-extensdo maximal de K € um grupo pro-p com d(G) = n + 2 geradores e uma tnica
relacdo no sentido de uma apresentagdo pro-p de G. O caso em que K nao continha raizes
p-€simas da unidade ndo trivais havia sido resolvido por I. Shafarevich, um mentor de S.
Démushkin, alguns anos antes em [Sha47]. Além disto, € neste trabalho de Kawada que foi
demonstrada a afirmagao de que G deve satisfazer as condi¢des cohomoldgicas descritas neste
capitulo, que hoje reconhecemos ser a dualidade de Poincaré em dimensao 2 para grupos
pro-p. Assim, Kawada também demonstrou que a relacdo deste grupo G deve ser “completa”
no sentido de envolver todos os d(G) geradores independente da escolha de conjunto gerador.
O artigo, entretanto, nao fornecia uma expressao para a relacdo definidora de G.

Seguindo o trabalho de Kawada, no caso em que K contém todas as raizes p-ésimas da
unidade, A. Skopin demonstrou em um artigo de 1955 [Sko55] que todos os quocientes finitos

do grupo de Galois associado G, isto &, os grupos de Galois correspondendo a p-extensdes
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finitas de K, sdo imagens homomorficas de um grupo abstrato de superficie. Isto fortaleceu
ainda mais a convic¢do de que a apresentagdo pro-p de G deveria ser similar as apresentacdes
abstratas dos grupos de superficie. Além disto, em [FS59], Skopin e seu orientador de
doutorado D. Faddeev obtiveram uma demonstracdo mais simples para os resultados de
Kawada.

O primeiro estudo dos grupos satisfazendo a condi¢do cohomolédgica de Kawada por
seu proprio interesse algébrico foi publicado em 1961 no artigo [DE61] de S. Démushkin
([d'omufK/in], ou DYO-mush-quin). Buscando caracterizar todos os grupos pro-p topolo-
gicamente finitamente gerados e sujeitos a uma tnica relacdo completa, Démushkin foi o
primeiro a obter uma férmula “candnica” para a apresentag¢do pro-p de G em fungdo dos
invariantes numéricos d e g. Com a publicag@o de seu artigo seguinte [Dé63] em 1963, sua
classificacdo corresponde a parte (1) (¢ # 2) do Teorema 2.3.9.

Durante os anos 60 deu-se sequéncia a busca por uma férmula “candnica” descrevendo a
relagdo de um grupo de Démushkin para ¢ = 2. O caso em que d(G) é impar foi classificado
por J. P. Serre em 1964 [Ser64], e o caso em que d(G) é par foi classificado de forma
independente em 1965 por Démushkin em [Dé&65] e por J. Labute em sua tese de doutorado
[Lab67], orientado por Serre e J. Tate. O livro de J.P. Serre [Ser97] e a tese de J. Labute
[Lab67] sdo as principais referéncias para este capitulo.

Na Secdo 2.1, definimos os grupos de Démushkin e seus invariantes numéricos d e ¢,
bem como fornecemos diversos exemplos concretos destes grupos como o grupo ciclico
Z]2Z, subgrupos do grupo de transformagoes afins Aff(Z,) e alguns completamentos pro-p
de grupos de superficie. Na Secdo 2.2, exploramos o papel do invariante ciclotdmico y, um
objeto algébrico associado aos grupos de Démushkin que refina o invariante q. Na Secdo 2.3,
demonstramos o Teorema de Classificacdo dos grupos de Démushkin como feito em [Lab67],

e exploramos alguns de seus coroldrios.

2.1 Definicao e os invariantes numéricos d e q

Para um grupo pro-p GG, denotamos os grupos de cohomologia H*(G, F,) simplesmente
por H(G). Relembramos que hd um isomorfismo H'(G) ~ (G/®(G))*; em particular,
se G € topologicamente finitamente gerado, temos também que H'(G) ~ G/®(G) como
[F,-espagos vetoriais. Além disto, a dimensdo de H%(G) sobre I, € igual a0 nimero minimal

de relagdes em uma apresentacio pro-p minimal para G.

Defini¢ao 2.1.1. Um grupo pro-p G que satisfaz as condi¢cdes P1’-P3’ da Definicdo 1.3.5

em dimensao 2 € dito um grupo de Démushkin. Para n = 2, estas condi¢des sdo:
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D1 H'(G) é finito;
D2 dimg, H*(G) = 1;

D3 O produto cup
U: HY(G) x H'(G) — H*(G)

€ uma forma bilinear ndo degenerada.

Assim, todo grupo de Démushkin G é um grupo pro-p topologicamente finitamente gerado
sujeito a uma unica relagao por D1 e D2 respectivamente. Tendo em vista a Proposi¢ao 1.3.6,

ou G ¢ finito, ou G satisfaz a dualidade de Poincaré em dimensao 2 e logo c¢d(G) = 2.

Exemplo 2.1.2. Pelo Exemplo 1.3.7, ZIZ, € um grupo de Démushkin, e o tnico grupo de

Démushkin infinito e comutativo a menos de isomorfismo. [ |

Antes de apresentarmos mais exemplos de grupos de Démushkin, vamos definir alguns

invariantes associados a GG e explorar algumas de suas propriedades.

Definicao 2.1.3. Seja G um grupo de Démushkin. O ndmero minimal de geradores
topolégicos de G serd denotado o invariante d(G) e é igual a dimensdo de H'(G) sobre F,,.

Quando o grupo G estiver claro pelo contexto, nos restringiremos a escrever d para d(G).

Escolhamos um conjunto minimal de geradores z1,--- , x4 para GG, e consideremos
o homomorfismo quociente candénico F' — G do grupo pro-p livre F' sobre o conjunto
Ty, ,T,. Tomemos por L seu nicleo; como dimp, H 2(G) = 1, existe algum elemento
r € L que gera L topologicamente como subgrupo normal. Neste capitulo, ' e L sempre
denotardo o grupo pro-p livre e seu subgrupo normal assim definidos.

Notemos que a abelianizacdo F'*® de F' ¢ isomorfa a Zg. A aplicacdo sobrejetora F' — G
induz, nas abelianizagdes, outra sobrejecdo F'®® — (%, e seu niicleo é precisamente a imagem
de L em F*. Esta deve ser deve ser ou trivial, se L estiver contido em [F, F], ou isomorfa a

Z,, uma vez que L € topologicamente gerado pelos conjugados de um tnico elemento em £

Proposicao 2.1.4. Existe um uinico inteiro ndo negativo q, ou igual a 0 ou igual a uma

poténcia de p, tal que a abelianizac¢do de um grupo de Démushkin G satisfaz:
G =~ 7y qLy, x 70" (2.1)

Demonstragdo. Mantendo a notagio do pardgrafo anterior, j4 mostramos que G é quociente
de F® ~ Zg por um subgrupo fechado H que € ou trivial ou isomorfo a Z,. Se H for trivial,

a expressao (2.1) € satisfeita com g = 0. Suponha, entdo, que H ~ Z, € topologicamente
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gerado por algum elemento yy € F'*°. Passemos a notagdo aditiva. Como ®(G®) = pG® e a
aplicagdo induzida nos quocientes de Frattini £ /®(F®) — G /®(G*) é um isomorfismo,
temos que y estd contido no nicleo p £ da proje¢do F'™® — % /®(F®). Assim, como y é
ndo trivial e os subgrupos p/ F'® formam um sistema fundamental de vizinhancas do 0 em
F® podemos tomar uma poténcia p/ maximal para a qual existe x € F® tal que y = p/z.
Pela maximalidade de f, a imagem de z no quociente de Frattini F'*° /(%) ~ [ /p[a®
é nio trivial e portanto x pode ser completado em uma base z1,--- , x4 de F®. Assim,
demonstramos que a expressio (2.1) € satisfeita com ¢ = p/. A unicidade é imediata, uma

vez que ¢ é completamente determinado pela ordem do subgrupo de tor¢do de G, [

Definicdo 2.1.5. Definimos o invariante ¢(G') como o tnico inteiro ndo negativo ¢ que

satisfaz a expressao (2.1) da Proposi¢ao 2.1.4. Temos que:

0, se G ¢ livre-de-tor¢do;
9(G) = .
|tor(G®)| = ¢, caso contrério.

Quando o grupo G estiver claro pelo contexto, nos restringiremos a escrever ¢ para q(G).

Exemplo 2.1.6. O tnico grupo de Démushkin finito é Z /27, a menos de isomorfismo. De
fato, suponha que G seja um grupo de Démushkin finito. Como G* também é finito, pela
férmula da abelianizacdo de GG (Equacdo (2.1)) devemos ter d = 1, ou seja, G € ciclico de
ordem ¢g. Dado que o produto cup satisfaz uma anticomutatividade graduada, para qualquer
n € HY(G), temos que 2(nUn) = 0 em H?(G). Tomando 1 # 0, uma vez que o produto cup
é ndo degenerado e H'(G) = (n), podemos concluir que n U n # 0 em H*(G). Entretanto,
H?*(G@) ~ F, é um grupo p-aniquiliado, e n U 7 possui ordem 2. Assim, p = 2.

Para mostrarmos que ¢ = 2, é suficiente mostrarmos que Z/4Z nao é um grupo de
Démushkin, uma vez que todo subgrupo aberto de um grupo de Démushkin € novamente um
grupo de Démushkin. Como a projecdo f: Z/47 — Fy define um gerador de H'(Z /A7),
basta mostrarmos entdo que (fU f)(z,y) = (zy mod 2) € um cobordo. Sejawu: Z/4Z — Fy
a 1-cocadeia que se anula apenas em 0 e 1. Um cdlculo direto, realizado na Tabela 2.1, nos
mostra que du = f U f como desejado.

0123
0/0(0]|0]O0
110101
2/0(0]07]0
310/1(0]1
Tabela 2.1 Tabela de valores para a 2-cocadeia du: Z /47 x Z/4Z — F
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Alternativamente, podemos olhar quais sao as [F,-dlgebras dadas pelos anéis de cohomo-
logia dos grupos ciclicos Z/2*7Z:

Fo[n,&|degn =1,degé =2,nUn=0],sek > 1,

H*(Z)2"7) =
Faln|degn =1],se k =1.

Estas formulas sdo encontradas, por exemplo, na Sec. 3.2 de [Eve91]. O tnico grupo
cujo produto cup H(Z/2K7Z) x HY(Z/2*Z) — H*(Z/2*7) é ndo degenerado é dado pelo

grupo ciclico de ordem 2. Assim, concluimos que hd um isomorfismo G ~ Z/27. |

Introduziremos uma construgao ttil para o cdlculo dos produtos cup em grupos pro-p
topologicamente finitamente gerados e sujeitos a uma unica relacao, sugerida em [Ser64,
Sec. 9] e apresentada em [Lab67]. Esta construcao sera utilizada no Exemplo 2.1.8 para
exibirmos explicitamente apresentacdes pro-p de uma familia de grupos de Démushkin, e na
Secdo 2.3 para obtermos o Teorema de Classificagao.

Construcdo 2.1.7. Seja G um grupo pro-p satisfazendo D1 e D2 (|H'(G)| < oo e
dimg, H'(G) = 1) e fixe um conjunto minimal de d geradores zi,---,z4. Como
HY(G) ~ Hom(G,F,) ~ Hom(G/®(G),F,), uma base para H'(G) é dada pelas clas-
ses das aplicacoes 1, : G — IF, definidas por n;(z;) = d;;.

Por hipétese, existe um isomorfismo entre H*(G) e F,. Nossa escolha particular de
isomorfismo serd dada pela sequéncia exata de cinco termos e uma apresentacdo minimal de
G: mantemos a nota¢do de F' como o grupo pro-p livre sobre x4, - - - , x4 € L como o nicleo
da projecdo F' — G, gerado como subgrupo normal fechado por r € L. A sequéncia exata

de cinco de termos
0— HY(G) —» HY(F) - H'(L)" 5 H*G) — H*(F)

nos garante que a transgressdo tr € um isomorfismo, uma vez que dimg, H'(G) =
dimg, H'(F) = d. Assim, definimos um isomorfismo 7: H*(G) — F, dado por

7(0) = (') (r ).

A escolha de 7! no isomorfismo facilitard o enunciado do Lema 2.3.2 mais adiante.

Relembremos como tr(n) foi definida para uma classe n € H'(L)"

: se n € representada
por um homomorfismo f: L — [, entdo estendemos f a uma l-cocadeia f =T,
através de uma escolha de se¢do continua s: F'/L — F. Explicitamente, como a acdo de F'

sobre IF, é trivial, definimos f(z) = f(s(zL)™'x). Como f é um homomorfismo, temos que
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df: F?2 — FF, se anula em L? e, portanto, se fatora através de F> — G?. Deste modo, tr(n)
é a classe em H?(G) representada por df.

Agora, considere a classe de 7; U n; em H?(G), e vamos inverter a definicdo da
transgressdo para encontrarmos tr—*(n; U7;). A inflagdo inf§(n; U n;) é um cobordo, uma
vez que H*(F) = 0, e, portanto, existe uma fungio continuau: F' — F,talque du: F* — F,
se fatora através da proje¢do > — G* e de n; Un;: G* — F,. Disto, podemos concluir
que du é identicamente nula em L2, isto &, que u, quando restrita a L, ¢ um homomorfismo.
Além disto, como os elementos de Hom(F, IF,)) sdo 1-cociclos, podemos subtrai-los de « sem
alterar o valor de du, e deste modo, apds a substituicao de u por u — Zle infg 71;, podemos

sempre assumir que u(z;) = 0 para todo 1 < i < d. Assim, a fungdo u satisfaz

u(zy) = u(x) +uly) — mi(x)n;(y) (2.2)

para quaisquer x e y em F'.
Para demonstrarmos que res? u representa tr—!(n; U 7)), resta apenas mostrarmos que
rest u pertence a H'(L)¥, isto é, que u(grg™') = u(z) paratodo r € L e g € G. Para isto,

calculamos através de repetidas aplicacdes da identidade da equagdo (2.2):

u(grg™) —u(x) = u(gr) + ulg™") + mi(gz)n;(g) — u(z)
= u(gr) —u(g) — ni(9)n;(9) +n:(g)n;(g) + ni(x)n;(g) — u(z)
= u(g) +u(x) —ni(g)n;(x) —u(g) — u(x), poisn;(zr) =0

) +u(r) —
= —ni(g)n;(x) =0, poisn;(z) =0.

Temos entdo que o elemento tr—!(n; U n;) € representado pela classe de res? u, onde

u: F' — [, se anula na base x1, - - - , x4 € satisfaz a identidade da equagao (2.2). |

A identidade da equacdo (2.2) pode ser usada recursivamente para calcular o valor de
7(n; Un;) = u(r~!) quando r € expressa em termos dos geradores de F. No Lema 2.3.2,
derivaremos uma férmula para 7(y; U X;) em fung¢do de um conjunto gerador minimal
x1,---,xq de G. No exemplo a seguir, utilizaremos esta constru¢io diretamente para
verificarmos a condicao D3 e apresentarmos uma familia de grupos de Démushkin nao

comutativos.

Exemplo 2.1.8 ([Ser97, Exer. 3 da Sec. 1.4.5]). Para cada a € Z e cada poténcia ¢ > 1 de

p, defina o inteiro p-ddico z = 1 + gqa e o grupo pro-p GG dado pela apresentacdo pro-p

G=(z,y|ayz™ =y°) = (x,y |y [z,y] = 1), (2.3)
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onde y* é a imagem de z através do isomorfismo Z, ~ (y) C G que identifica o gerador 1 de
Z,, com y; isto €, se z = lim;_, 2; com cada z; € Z, entdo y* € o limite das poténcias y*.

Vamos primeiro verificar que a apresentagao (2.3) € uma apresentacdo minimal para G.
Tomando o grupo pro-p livre I’ sobre os simbolos x € y, temos que os duais 7, € 1, de x
eyem H 1(F ) se fatoram através de G, e, portanto, também definem classes linearmente
independentes em H'(G). Assim, concluimos que d(G) = 2 e que as classes de 7, e 7,
formam uma base de H'(G) ~ H'(F).

Além disso, temos que G ndo pode ser um grupo pro-p livre. Se este fosse o caso, existiria
um homomorfismo sobrejetor p: G — ZIQ). Entretanto, tal ¢ iria se fatorar através de G*°,
e como y satisfaz y 9 = 1 (mod [G, G]) e Z; € livre-de-torgdo, deveriamos ter ¢ (y) = 0.
Assim, a imagem de ¢ seria prociclica, gerada por ¢(z), uma contradi¢ao. Logo, podemos
concluir que H?(G) € nio trivial, €, uma vez que ja fornecemos uma apresentagio para G
com uma relagdo, temos que H*(G) ~F,,.

Vamos agora mostrar que G é um grupo de Démushkin. Como ja demonstramos que
dimp, H'(G) = 2 e que dimy, H*(G) = 1, basta mostrarmos que G satisfaz a condi¢io D3.
Para os geradores 7, € 1, de H'(G), seja u: F(z,y) — F, tal que du representa 1, Un,
como dado pela Construcdo 2.1.7.

Da equagdo (2.2), para todo m € Z e, por continuidade, todo m € Z,, temos que

u(x™) = u(y™) = 0. Também temos, utilizando a rela¢do u(yx) = u(y 'z~!) = 0, que

U([y,l‘]) = —ﬁm(yx)ny(y_lm_l) =1.

Desta forma, tomando r = y~9%[x, y], podemos concluir que

T(n: Uny) = u(ly, z]y*) = u(ly, z]) + w(y*®) + n.([y, 2))n, (y**) =1+ 0+0.

Assim, 1, U7, # 0 em H?*(G) e, portanto, o produto cup é ndo degenerado.

Agora, passemos ao seu invariante ¢(G), uma vez que ja demonstramos que d(G) = 2.
Como na demonstracdo da Proposi¢do 2.1.4, denotando por L o nicleo da projecdo F' — G,
temos que o nicleo H da sobrejecio induzida F®® — G ¢ dado pela imagem de L em £,
Uma vez que L é o subgrupo normal fechado gerado por y~ %[z, y|, concluimos que H é
topologicamente gerado por y ¢ e, uma vez que « € invertivel em Z,,, também € gerado por
y?. Portanto, obtemos os isomorfismos:

G* ~F*/H ~7,/qZ, X L, .

Logo, o invariante ¢(G) coincide com a poténcia ¢ escolhida na defini¢do de G.
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Por fim, vejamos que todo grupo G dado pela apresentacdo pro-p minimal da equagao (2.3)
se decompde no produto semidireto H x K onde H e K sdo os subgrupos fechados
topologicamente gerados por y e = respectivamente. De fato, H é normal em G e seu
quociente G/ H é gerado pela imagem de x, e logo € prociclico. Isto significa que a projegio
G — G/ H se fatora através de G — G*, com G*® — G/ H sendo simplesmente o quociente
pelo fator Z/qZ. Assim, G/H ~ Z, ~ K, de onde segue a existéncia de uma se¢do do

homomorfismo quociente G — G/H uma vez que Z, € pro-p livre. |

Exemplo 2.1.9. Os grupos do Exemplo 2.1.8 ocorrem todos como subgrupos abertos do
subgrupo p-Sylow de Aff(Z,) ~ Z, x Z}, o grupo de transformagdes afins de Z, do
Exemplo 1.1.2. Para p # 2, o préprio subgrupo p-Sylow de Aff(Z,) é um grupo de
Démushkin com invariante ¢ = p. Para p = 2, o subgrupo 2-Sylow de Aff(Z;) é uma
extensdo cindida de um grupo do Exemplo 2.1.8 com invariante ¢ = 2 por Z /2.

O subgrupo de Aff(Z,) gerado pelas fungdes afins 7 e s_,, dadas por 7(z) =z + 1e
S_qa(7) = (1 4 ga)x corresponde ao produto semidireto Z,, x (1 + ¢Z,), que é isomorfo ao
grupo de Démushkin G com apresentacdo G ~ (z,y | y~9“[x, y] = 1) como calculamos ao

final do Exemplo 2.1.8. ]

Antes de prosseguirmos, observemos que grupos de Démushkin satisfazem uma for-
mula estilo “Schreier”/“Hurewicz” para seus subgrupos abertos e seus invariantes d, que

chamaremos de férmula do posto:

Proposicao 2.1.10 (Férmula do posto de um grupo de Démushkin [Ser97, Exer. 6 da Sec.
1.4.5]). Se G é um grupo de Démushkin, entdo para todo subgrupo aberto U < G temos

d(U) =2 = [G: UJ(d(G) — 2). (2.4)

Demonstragdo. Isto é uma consequéncia imediata de que a caracteristica de Euler-Poincaré

de GG é igual a 2 — d(G) e da proporcionalidade desta pelo indice (Proposic¢do 1.3.2). [

De fato, ainda mais € verdade: a férmula do posto da Proposi¢do 2.1.10 caracteriza os
grupos de Démushkin entre os grupos pro-p finitamente apresentados e 1 relacionados, isto €,
os grupos pro-p satisfazendo as condi¢des D1 e D2 da Defini¢ao 2.1.1. Isto foi demonstrado
de forma independente por I. Andozhskii em [And73] e por D. Dummit e J. Labute em
[DL83].

Exemplo 2.1.11. Em 1965, M. Lazard [Laz65, Teo. V.2.5.8] mostrou que todo grupo pro-p
analitico p-ddico de dimensao 2 e livre-de-tor¢ao € um grupo de Démushkin (Exemplo 1.3.8).

Para um grupo infinito de Démushkin G, as seguintes condi¢des sdo equivalentes:



2.1 Definicao e os invariantes numéricos d e g 43

(a) G € soluvel,
(b) G é poliprociclico, isto é, G possui uma série subnormal com quocientes prociclicos;
(c) [G, G| é trivial ou isomorfo a Z,;
(d) G é 2-gerado;
(e) G € analitico p-adico.
De fato, como G ¢€ infinito, temos que d(G) > 1 e portanto a equagdo (2.1)
G*® ~ 7/ qZy x T

garante que [, G| ndo é aberto em GG. Assim, pelo Exemplo 1.3.11, [G, G] € pro-p livre uma
vez que cd(|G, G]) < 1.

Agora, novamente a equacao (2.1) nos dd (¢c) = (b). Segue diretamente das definicdes
que (b) = (a). Se G ¢ solivel, entdo [G, G| também deve o ser, e, como 0s Gnicos grupos
pro-p livres soldveis sdo Z, ou o grupo trivial a menos de isomorfismo, concluimos que
(a) = (c). Desta forma, estabelecemos a equivaléncia das tr€s primeiras propriedades.

Como explicitado no Exemplo 1.3.8, a condi¢do (e) € equivalente a G possuir posto-de-
subgrupos finito, isto €, uma cota superior finita no nimero minimal de geradores dos seus
subgrupos abertos (ou, equivalentemente, dos seus subgrupos fechados). A férmula do posto
(Proposi¢ao 2.1.10) garante entdo que () <= (d): se d(G) = 2, entdo d(U) = 2 para todo
U < G aberto, e se d(G) > 2, entdo d(U) cresce linearmente com [G: U].

((e) = (¢)) Se d(|G,G]) > 2, como [G, G] é pro-p livre, pela Proposi¢do 1.3.3
temos que [, G| possuiria subgrupos abertos ' cujo nimero minimal de geradores cresce
ilimitadamente. Assim, [G, G] e, portanto, (G, ndo possuiria posto-de-subgrupos finito.

((c) = (e)) A Proposicao 1.1.6 afirma que a classe dos grupos analiticos p-ddicos
é fechada para extensdes. Como G® € analitico p-ddico (pela equagdo 2.1), se [G, G] for
analitico p-adico entdo (G também sera analitico p-adico. ]

Exemplo 2.1.12 ([Ser97, Exer. 2 da Sec. 1.4.5]). Sejam > uma 2-variedade real analitica
compacta de género g e I' = 7;(X) seu grupo fundamental. Suponha que g > 1 se X for
orientdvel ou que g > 2 se X for ndo-orientdvel. Entdo, o completamento pro-p G = fp de I’
¢ um grupo de Démushkin se, e somente se, p = 2 ou X for orientdvel.

Consideremos os seguintes fatos sobre o grupo abstrato G e a superficie 3:

(I) X ¢ asférica, isto é, m,(X) = 0 paran > 1.

(I) Para todo I'-mdédulo A, H*(T', A) ~ H*(3, A).
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Figura 2.1 Todas as superficies compactas de género g sdo homeomorfas a uma esfera com g
algas, a um cross-cap com (g — 1)/2 alcas ou a uma garrafa de Klein com (g — 2)/2 algas.
Nas figura, sdo representadas as trés superficies respectivamente com 3 alcas cada. Temos
g = 3 no caso da esfera, g = 7 no caso do cross-cap e g = 8 no caso da garrafa de Klein.

(IlT) Se M é um I'-médulo de torgdo, entdo H*(T', M) = 0 para k > 2.
(IV) O produto cup H(T',F,) x H*(T',F,) — H*(T',F,) é ndo degenerado.

(V) O grupo I' pode ser dado pelas apresentagdes

I~ (2,01, , 2, Y | [xlvyl]"'[xwyg] =1),

se X for orientdvel, e pelas apresentacdes

_— (w1, ,xy | 3[@a, 3] -+ - [X4-1,2,4] = 1), se g for impar
=1

(w1, 2y | 23[@1, @0] -+ [Tg-1, T4 ), se g for par

se X for ndo-orientavel.

(VI) Todo subgrupo de indice finito de I' € novamente o grupo fundamental de uma superficie
M’ com género igual ou superior ao género de X.

De fato, se C' é o recobrimento universal de ¥, entdo 7, (3) ~ m,(C) para todo n > 1,
pela sequéncia exata longa da filtracdo [Bre93, Teo. VIL.6.7]. Aqui € usado de forma
fundamental as hipdteses sobre o género g: para estas superficies e estas superficies apenas
temos um recobrimento universal asférico, dado pelo plano Euclidiano (vide observagao apds
Prop. 7.14 de [Lim03]). Isto estabelece (I).

Tendo (I), a afirmacgdo (II) é consequéncia de [Eil49, Teo. 14.1], ja que (I) implica
em X ser um espaco K (I',1) de Eilenberg-MacLane. Para a afirmagdo (III), notemos
que Hp(X, M) = 0 para k > 2 e Hy(X,Z) ¢ trivial ou isomorfo a Z de acordo com a
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orientabilidade de > [Bre93, Cor. VI.7.12]. Pelo Teorema dos Coeficientes Universais
[Bre93, Cor. V.7.2], temos

0 — Exty(Hy_1(2,7Z), M) — H*(X, M) — Homg(Hy(Z,Z), M) — 0

e portanto H*(I', M) ~ H*(X, M) = 0 para k > 2. (IV) é um caso particular da dualidade
de Poincaré para variedades reais [Bre93, Teo. V1.9.4].

As apresentacdes (V) sao derivadas utilizando técnicas da topologia combinatéria na
Secdo 47 de [ST80]. O grupo fundamental de uma superficie compacta nao-orientdvel de

género g € normalmente exposto pela apresentacao
2 2
<x1’... 7:[;9 |:L‘1...xg:1>.

A decomposi¢do dessa apresentacdo nos casos de g impar ou g par € dada ao dividirmos
M em duas classes: as superficies homeomorfas a um cross-cap com (g — 1)/2 algas e as
superficies homeomorfas a uma garrafa de Klein com (g — 2) /2 algas. Tendo a classificagdo
das superficies compactas, essa divisdo € uma simples aplicagdo do Teorema de Seifert-Van
Kampen [Bre93, Cor. II1.9.6 e Exer. 1-4 da Sec. I11.9]. Essa divisdo também forma o
arquétipo da classificacdo dos grupos de Démushkin de [Lab67].

Por fim, (VI) € uma consequéncia dos seguintes fatos: (a) hd uma correspondéncia entre
recobrimentos de > e subgrupos de I' [Bre93, Teo. II1.8.1]; (b) por um recobrimento ser um
homeomorfismo local, todo recobrimento de uma superficie € novamente uma superficie; (c)
todo recobrimento finito de um espago compacto é compacto [HatO1, Exer. 3 da Sec. 1.3];
(d) todo complexo CW sobre 3. € levantado através de um recobrimento a um complexo CW,
e a quantidade de células é multiplicada pelo grau do recobrimento.

Vamos agora demonstrar que quando X € orientdvel ou quando p = 2, o completamento
pro-p G = fp de I' € um grupo de Démushkin. Como I' € residualmente p (Teo. 1 de
[Bau62]), temos um homomorfismo candnico injetivo I' — G cuja imagem € densa em G.

Utilizaremos agora a Proposic@o 1.3.1 para estabelecer uma familia de isomorfismos
p': H(G, M) — H'(T', M) naturais em M para todo G-médulo finito discreto p-primério
M. Este argumento € um caso particular do apresentado em [And74, Prop. 14]. Por
A(0), sabemos que p° é um isomorfismo e p' ¢ injetiva. Como M ¢ finito, para toda
| € HY(G, M) existe um subgrupo de indice finito A de T, pré-imagem de um aberto U em
G,tal M> = Me f (A) = 0. Assim, todo homomorfismo cruzado f: I' — M se fatora
em um homomorfismo cruzado I'/A — M. Como H'(G, M) = @Hl(G/U, MVY), isto
estabelece a sobrejetividade de p'. Portanto, por A(1) temos que p? € injetiva.
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Vamos estabelecer agora a propriedade D(2). Como a pré-imagem em [' do nucleo da
acdo G — M é novamente um grupo de superficie, podemos nos reduzir ao caso em que
M =~ Z/p’Z com agdo trivial. Como M nio é necessariamente um corpo, a dualidade de (IV)
pode falhar em ser ndo degenerada pela presenga de um grupo nio-trivial Exty, (H, (X, Z), M).
Entretanto, os mesmos argumentos estabelecem que H* (X, M) x H(X, M) — H*(X, M) é
sobrejetiva, isto €, o anel de cohomologia de H* (X, M) é gerado por H' (X, M). Assim, D(1)
implica D(2) tomando-se qualquer subgrupo I'y de T tal que H*(T', M) — H'(T'y, M) seja
identicamente nula. Este subgrupo existe pela propriedade D(1), uma vez que H(T', M) ~
['# /pI'@ ¢ finitamente gerado.

Logo, p* é um isomorfismo e p? € injetiva. Por (III), isto mostra que cd(G) < 2. Se ¥ €

orientdvel ou p = 2, entdo
H*(G,F,) ~ H*(T,F,) ~ H*(X,F,) ~F,.

Isto mostra que dimg, H*(G) = 1, como desejado. Note que para X ndo-orientdvel e p impar,
temos H%(2,F,) = 0 (¢f. [Bre93, Cor. VI.7.12]) e portanto G €é pro-p livre.

O invariante d de G € igual a 2¢g se X for orientdvel ou igual a g se ¥ for ndo orientavel.
Como G ~ @p, pelas apresentagdes (V) podemos concluir que o invariante ¢(G) é 0 ou

2 dependendo se X é novamente orientdvel ou nao. |

2.2 O invariante y

Se GG € um grupo de Démushkin infinito, entdo G satisfaz a dualidade de Poincaré em
dimensao 2. Em particular, existe um G-mdédulo especial I, chamado médulo dualizante,

para o qual temos isomorfismos naturais
H*(G,A)Y = Homz(H*(G, A),Q/Z) ~ Homg (A, I)

para todo G-médulo de torgdo A. O G-médulo I ¢ isomorfo a Q,/Z, como grupo abeliano
(Proposigdo 1.3.9), e portanto Auty (1) ~ Z.

Defini¢io 2.2.1. O homomorfismo continuo x¢: G — Z, definido pela ag@o de G sobre [
€ chamado de invariante ciclotomico de GG. Quando o grupo G estiver claro pelo contexto,

€SCreveremos apenas x para X ¢-

A defini¢do do invariante x se mostra, em um primeiro momento, menos fértil para
célculos e descri¢cdes do que os invariantes numéricos d e ¢q. Entretanto, para grupos de

Démushkin, temos uma descri¢do alternativa para o invariante ciclotdomico que € bem mais
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acessivel: € a tinica agdo continua de GG sobre Z,, para a qual podemos definir arbitrariamente
homomorfismos cruzados de GG em Z,, a partir de um sistema minimal de geradores para G,
como seré feito na Proposi¢cdo 2.2.2 abaixo. Uma consequéncia dessa proposicao € que o
invariante ¢ pode ser recuperado do invariante y, pois ¢ = ¢(G) é a maior poténcia de p tal
que Im(x) C 1+ gZ,. Além disso, com essa descri¢do, podemos derivar uma férmula para

o invariante ciclotdmico de cada exemplo da Secdo 2.1.

Proposicao 2.2.2 ([Lab67, Prop. 6 e Teo. 4]). Seja G um grupo pro-p topologicamente
finitamente gerado. Dado um homomorfismo continuo x: G — 72, defina J = Z, como
grupo abeliano e conceda a ele uma estrutura de G-modulo através de x. Entdo, sdo

equivalentes para x:

(a) Paratodoi > 1, o homomorfismo canénico H'(G,J/p'J) — H' (G, J/pJ) é sobreje-

tivo;

(b) Para todo i > 1, podemos arbitrariamente definir homomorfismos cruzados de G em

J/p'J a partir de um sistema minimal de geradores de G

(¢c) Podemos arbitrariamente definir homomorfismos cruzados de G em J a partir de um

sistema minimal de geradores de G.

Se G for pro-p livre, entdo todo homomorfismo continuo x possui as trés propriedades
acima. Se G for um grupo de Démushkin infinito e x g for seu invariante ciclotémico, as

propriedades acima sdo equivalentes a:

d x = xc-

Demonstragdo. (a) segue trivialmente de (c) e, uma vez que J = ILH J/p'J como G-médulos,
temos que (b) implica (c). Assim, basta provarmos (a) = (b), o que faremos por indugao
sobre 7.

Uma vez que G age trivialmente sobre .J/pJ ~ F, para qualquer fungdo continua Y,
ambas as afirmacdes (a) e (b) sdo verdadeiras para ¢« = 1. Agora, sejam ¢, - ,gg um
sistema minimal de geradores topolégicos de GG e escolha aq, - - - , a; elementos arbitrarios
de J/p'J com i > 1. Utilizando a hipétese de indugdo e (b), podemos encontrar um
homomorfismo cruzado d,: G — J/pJ tal que dy(g;) = a; (mod p), e por (a) podemos
levantd-lo a um homomorfismo cruzado D;: G — J/p'J. Como D;(g;) = a; (mod p)
e podemos identificar p(.J/p'J) ~ J/p"~1J, existem elementos b; € J/p"~1J tais que
pb; = D1(g;) — a;. Novamente, pela hipétese de indugio e (b), existe um homomorfismo
cruzado dy: G — J/p*~'J tal que do(g;) = b;. Temos que Dy = pds é um homomorfismo

cruzado de G em J/ p'J, e assim D = D; — D, é o homomorfismo cruzado desejado.
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Se GG é um grupo pro-p livre, a sequéncia exata curta de G-médulos
0— J/ptJ 5 J/p'd — J/pJ =0
induz a sequéncia exata longa
= HYG, J/p')) = HYG, J/pJ) — H*(G,J/p"'J) =0

e portanto qualquer funcdo continua x possui a propriedade (a).
Suponha agora que G seja um grupo de Démushkin infinito e seja I seu mdédulo dualizante
em dimensao 2. Temos que (d) € equivalente a

Homg(J/p'J, I) ~ Homg(J/p'J, 1), Vi>1.

De fato, supondo (d), para todo g € G sempre podemos escrever x(g) = xa(g) = 2, + p'ay
comay € Z,; e z, umrepresentante de X (g) dentro de um conjunto completo de representantes
de J/p'J fixado. Assim, para toda f € Homg(J/p'J,I) e todo a € J/p'J, temos que
fx(g)a) = f(zga+ p'aga)

= f(z40)

= zgf(“)

= ng(a) +pio“gf(a) , pois pzf(‘]/pz‘]) =0

= (24 + piocg)f(a)

= xc(9)f(a).

((d) = (a)) Consideremos novamente a sequéncia exata de G-moédulos
0— J/p'J— J/p'J— J/pJ =0

que induz a sequéncia exata longa:

e HYGL TP ) — HYG, J/pd) — HA(G, J/p= L)) — H2(G, J/p'J) — -

Para mostrarmos que o primeiro mapa é sobrejetivo, basta mostrarmos que H?(G, J/p*=tJ) —

H?*(G, J/p'J) é injetivo. Porém, pela defini¢do do médulo dualizante, isto € equivalente a
Home(J/p'J, I) — Homg(J/p' 1 J, 1)

ser sobrejetiva. Isto é verdade uma vez que [ € injetivo na categoria de todos os grupos

abelianos p-primadrios.
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(@ = (d)) Vamos mostrar que Homgz(J/p'J, I) ~ Homg(J/p'J, I) por indugdo
sobre .. Como c¢d(G) = 2 e HY(G, J/p'J) — H'(G, J/pJ) é sobrejetiva por hipétese,

temos uma sequéncia exata curta
0— H*G,J/p"'J) = H*(G, J/p'J) — H*(G, J/pJ) =0

que, pela definicdo de 7, nos fornece o seguinte diagrama comutativo:

0 — Homg(J/pJ, I) — Homg(J/p'J, I) — Homg(J/p" ' J, 1) — 0

| | |

0 — Homg(J/pJ, I) — Homg(J/p'J,I) — Homg(J/p" ' J,I) — 0
Utilizando a hipétese de indugdo, o resultado sai diretamente pelo Lema dos Cinco. [

Como afirmado em [Ser64, Sec. 9], o invariante x permite entdo que recuperemos

informacdes acerca do invariante numérico ¢, e além disso:

Proposicao 2.2.3. O invariante q de um grupo de Démushkin é a maior poténcia de p tal
que Im(x) C 1+ qZ,.

Demonstragdo. Suponha que Im(x) C 1+ p/Z,, e faga G agir sobre Z/p/7Z por meio de .

Como a ag¢do € trivial, temos por um lado
\HY(G, Z/p'Z)| = | Homz(G™, Z/p Z)| = my - pf@ )

onde m; = mdc{q, p’}. Por outro lado, a Proposigdo 2.2.2 garante que homomorfismos
cruzados de G em Z/p! 7 podem ser arbitrariamente definidos a partir dos d geradores de G,
e portanto |H'(G, Z/p’Z)| = p’®. Com isto, podemos concluir que m; = p’ e, portanto, p/
divide q. [

Exemplo 2.2.4. Seja G o grupo de Démushkin dado pelo Exemplo 2.1.8, isto é, G € dado

por uma apresentacao

G = (r,y|aya™ =y*) = (v,y [y [z, y] = 1),
onde @ € Z,', ¢ > 1 é¢ uma poténcia de p e z = 1 + ga. Fazendo uso da Proposigéo 2.2.2
iremos estudar o invariante y.
Para isso, nds utilizaremos da Proposi¢do 2.2.2. Tomemos dois homomorfismos cruzados
continuos D, e D,, de G em J que s3o levantamentos de 7, e 1, (os duais de z e y em H'(G))

respectivamente. Indugdo sobre n e aplicacdes repetidas da definicio de homomorfismos
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cruzados nos fornecem as igualdades D, (y") = 0, Dy (y") = 1+ xc(y) + - + xa(y)" L,

Dy([z,y]) = 1= xa(y) e Dy([z,y]) = xa(x) — 1.
Assim, como y~ %[z, y] = 1 em G, temos:

0= D,(y [z, y]) = Du(y™ %) + xc(y)"“Dy([z,y])
= xa(y) (1 —xc(y)),

de onde podemos concluir que x(y) = 1 e, portanto, que D, (y™) = m paratodom € Z,, e

0= Dy(y “[z,y]) = Dy(y™ ") + xa(y) " Dy([z,y])
= —qa+ xa(z) — 1,

de tal forma que obtemos xg(z) = 1 + ga = z.

Deste modo, obtemos uma férmula para x¢: G — Z, em fung@o dos geradores z e y.
Note que y € Ker(x¢). Pelo Coroldrio 1.3.10, podemos também concluir que scd(G) = 2
salvo o caso p = ¢ = 2 e aw = —1. Nele, temos que z = —1 e portanto que Im(y¢) = {£1},
de onde segue que scd(G) = 3. |

Exemplo 2.2.5. No Exemplo 2.1.9, mostramos que o subgrupo p-Sylow G do grupo de
transformacdes afins Aff(Z,,) é dado pela apresentacao

G = (r,y|aya™ =y = (x,y |y Pla,y] = 1)
no caso em que p # 2. Em virtude do cdlculo realizado no Exemplo 2.2.4, sabemos que a ima-
gem do invariante ciclotdmico X inclui o subgrupo multiplicativo fechado topologicamente
gerado por 1 + p, e, portanto, € infinita. Logo, scd(G) = scd,(G)(Aff(Z,)) = 2. |

Exemplo 2.2.6. Como no Exemplo 2.1.12, seja I' = 7;(X) o grupo fundamental de uma
superficie compacta . de género g, onde g > 1 se X for orientdvel ou g > 2 caso contrério.
Entdo, o completamento pro-p G = fp de I' ¢ um grupo de Démushkin se p =2 ou se
for orientdvel. A mesma técnica utilizada no Exemplo 2.2.4 nos fornece que, caso X seja
orientdvel, x¢ € trivial, e, caso X seja ndo-orientdvel, yg(x1) = —1 e xg(x;) = 1 para todo
i > 1. Em ambos os casos, temos scd(G) = 3 pelo Coroldrio 1.3.10. Resumimos estes

invariantes na Tabela 2.2. [ |

Exemplo 2.2.7 ([Ser64, Teo. 4.2]). Sejam K uma extensao finita de grau n do corpo de
nimeros p-adicos Q,,, K (p) a p-extensdo galoisiana maximal de K, isto é, o grupo de Galois
G = Gal(K (p)/K) é o quociente pro-p maximal do grupo de Galois absoluto de K. Seja g a
maior poténcia de p tal que o corpo K contenha todas as raizes g-€simas da unidade. Se ¢ = 1,

um teorema de Shafarevitch [Sha47] ([Ser97, Teo. 11.3]) garante que GG € pro-p livre sobre
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Invariante | X orientavel | X ndo-orientavel
d(G) 2g g
q(G) 0 2
Im(xc) {1} {1}

Tabela 2.2 Invariantes associados ao completamento pro-p de grupos de superficies.

n+ 1 geradores. Se ¢ # 1, entdo G € um grupo de Démushkin com d(G) = n+2e ¢(G) = ¢
[Ser97, Teo. 11.4]. Além disto, se ¢ # 1, entdo o médulo dualizante I de G € isomorfo, como
G-médulo discreto, ao G-médulo discreto ;o formado por todas as raizes da unidade no fecho
algébrico de K (p) por [Ser97, Teo. II.1]. Em particular, o invariante ciclotdmico ¢ é dado
pela agiio de (3 sobre as raizes p/-ésimas da unidade no fecho algébrico de K (p). |

2.3 Classificacao dos grupos de Démushkin

Seja G um grupo de Démushkin infinito. Nas duas sec¢Oes anteriores, definimos
seus invariantes d(G), q(G) e x¢. Pela Proposicdo 2.2.3, sabemos que a informacio
do invariante ¢(G) estd codificada no invariante y; como a maior poténcia de p tal que
Im(x¢) € 1+ ¢(G)Z,. Como veremos nesta secao (Coroldrio 2.3.12), estes invariantes
determinam completamente o grupo GG a menos de isomorfismo. Ainda mais, podemos
separar o invariante algébrico x¢ em dois invariantes numéricos f(G) e a(G), determinados
pela imagem Im(ys), de tal forma que d, ¢, f e a formam um conjunto de invariantes
numéricos que determinam GG a menos de isomorfismo.

No Coroldrio 2.3.14, determinaremos a imagem de x¢. No caso ¢(G) # 2, os invariantes
d e g determinam G, dado que Im(x) = 1 + ¢Z, (caso (1) do Teorema 2.3.9). Se ¢(G) =2e
d(G) é impar, temos que Im(y) = {£1} X Ugf ) para algum f > 2, possivelmente infinito
(caso (2) do Teorema 2.3.9). Neste caso, os invariantes d, g e f determinam unicamente
o grupo G a menos de isomorfismo. Por fim, se d(G) € par (caso (3) do Teorema 2.3.9),

definimos
a(G) = [Im(x): Tm(x)?.

Se a = 2 (caso (3.A) do Teorema 2.3.11), temos Im(y) = U, e se a = 4 (caso (3.B) do
Teorema 2.3.11), temos Im(x) = {£1} X Uéf), ambos pelo Coroldrio 2.3.14. Em ambos os
casos, temos que d, ¢, f e a determinam G a menos de isomorfismo.

Estas afirmacdes serdo demonstradas através da derivacdo de uma apresentacao pro-p
para GG dada em fung¢do destes invariantes d, ¢ e xy. Conectaremos as apresentagdes pro-p
de GG com o produto cup na cohomologia através de bases simpléticas na Secao 2.3.1, e

estudaremos seu comportamento sob mudancas de base através dos sucessivos quocientes da
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série g-central na Sec¢ao 2.3.2. Na Sec¢do 2.3.3, enunciamos e demonstramos o Teorema de
Classificacao (Teorema 2.3.9) dado em [Lab67, Teo. 3], e exploramos sua conexdao com o

invariante ciclotdmico Y na Secao 2.3.4. A referéncia que seguiremos é [Lab67].

2.3.1 Formas simpléticas em grupos de Démushkin

Seja G grupo de Démushkin pro-p com invariantes d(G) = n e ¢(G) = ¢. Sejam
R =17,/qZ, e k =F,. Consideremos a série g-central de F' = F'(n) o grupo pro-p livre em
n geradores:
Fi=F, Fep=FI[FF (k>1).

Temos que Fy1 <. Fj, e cada quociente Fy/Fy 1 é um R-médulo livre de posto finito.
Além disso, nos sucessivos quocientes F / F}, temos que os comutadores de ordem k — 2 séo
centrais, assim como as q’f*2 poténcias.

Escrevamos G = F'/L com L o subgrupo fechado normal de F' gerado por um elemento
r € Fy,. Se g # 0, entdo existe s € F tal que s? = r (mod [F, F]). Denotando por

e: F' — G o quociente candnico, defina o = (s) € G.

Lema 2.3.1. O elemento s é tinico médulo |F, F], e para todon € H' (G, R) o valor n(o)

ndo depende da escolha de s.

Demonstragdo. Seja s' € F tal que s'? = r (mod [F, F|). Entdo, médulo [F, F], temos a
igualdade s = 57, de onde segue que (s's~")? = 1. Logo, s’ = s, pois F'/[F, F'| ~ 7 élivre-
de-tor¢do. Assim, fazendo o’ = ¢(s'), temos que o’c~! € [G, G]. Como G age trivialmente
sobre R, vale que |G, G] € Ker(n), de onde podemos concluir que n(o) = n(o’). O

Relembremos a técnica da Construgdo 2.1.7 para o célculo do produto cup: identifiquemos
H?(G, R) com R através da transgressio H'(L, R)" — H?*(G, R) e escolhamos 7! como
o gerador topolégico de L como subgrupo fechado normal; a escolha do inverso de » como
gerador nos fornecerd a relagdo na ordem crescente das varidveis mais adiante. Notemos
que um elemento de H*(L, R)!" é unicamente definido pelo seu valor em r~!, e portanto
HY(L, R)¥ ~ R através do isomorfismo 1) — ¢(r~!). Logo, o isomorfismo 7 que leva
H?(G, R) em R é dado por

7(0) =tr 1 o(r ).

Como o produto cup € ndo degenerado, a composi¢cao com 7 define uma forma simplética
sobre R. Para uma classe § € H?(G, R), tomemos ¢ = inff, §. Como H?(F, R) = 0, temos
que existe u € C''(F, R) tal que du = c. Fixada umabase 1, - - - , z,, de F, podemos subtrair
de u os elementos duais de z; em H'(F, R) para sempre garantirmos que nossa escolha de u

satisfaga u(z;) = 0 para todo 1 < i < n. Observemos que u(r~1) = 7().
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Agora, notemos que sempre podemos encontrar unicos coeficientes a; € a;; em 2 para

escrevermos 7 em fungdo de base x4, --- , x,, de F":

r= ng‘” H [z, 2;]%  (mod F3).

i=1 1<i<j<n
Notemos que o = 7" - - - 2% (mod [F, F]).

Lema 2.3.2. Seja x1, - , Xn @ base dual de 1, -+ ,x, em H'(F, R) ~ H'(G, R). Entdo,
temos:
aij, se 1 < j,
T(xiUX;) = —aj;, sei>j,
(g)ai, sei=7.
Demonstragdo. Para 0 = x; U y;, tomemos u € C*(F, R) como construido acima, de forma
que u(r~t) =T(x; U x;). Recordemos que

u(zy) = u(x) +u(y) — xi(x)x;(y) Yo,y .

Desta igualdade segue que u(1) = 0 e que u(x, ') = —x;(zp)x;(zn) paratodo 1 < h < n.
Além disso, se ¢ € C?(F, R) representa infg, x; U X;, temos que ¢ é identicamente nula em
Fy x Fy; de fato, basta verificar a nulidade nos geradores pois ¢ possui um comportamento
“bilinear” herdado do produto cup. Assim, 1"es§2 u € um homomorfismo que se fatora por

F,/F;. Agora, calculemos, primeiramente para h < k:

u([zh, ) = w(xpere, :L‘kl)
zp) +ulzpe, o) — Xi(wn)xg (Teey, o)

(
= u(
(o) + xi(an)x; ()
(
(
(23,

I~

o) +ulzy o) = xalee)xs (e ) + xa(@n) xG ()
w(zy ) + xa(r) X (en) + Xa(ee)x; (en) + xi(en)x; (xn)
D+ u(% ) — Xi(xh )Xj<xk )

+ Xi (@)X (@n) + Xi(@e) X5 (k) + Xi(@n) X5 (2h)

|
2

= ulx

= 0ikdjn — 0indjk
—1,sei=hej=k,
=< 1l,set=kej=h,

0, caso contrario.
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Agora, se i # j, temos u(z}") = 0 para todo m € Z. Por outro lado, se i = j, obtemos:

u(ey ™) = u(@y) = xi(@y)xi(zn) = ul@y’) —mon .

Por indug¢do sobre m, mostra-se que

u(zl) = —@)@ m>1.

Assim, o resultado segue da linearidade de v em Fy/F5. O

Lema 2.3.3. Se ¢ # 0, entdo existe um elemento x, € H'(G,R) tal que para todo
n € H' (G, R) tem-se T(nU x,) = n(c). Além disso, para todon € H'(G, R) tem-se

T(nUn) = (g) n(o).

Demonstracdo. Fixemos uma base zy,--- ,x, de F' e tomemos a base dual y1,--- , x, em
H'(F, R) levantada da mesmaem H'(G, R). Suponhamos que exista x,, com tal propriedade,
e escrevamos Y, = » ., b;Xx;. Assim, o Lema 2.3.2 nos fornece paratodo 1 <i < na

igualdade:
i—1 q n
— ; bj(lji + (2> biai + j;l bjaij = F(Xi U XU) = XZ(J) = Q;

As n equagdes acima definem um sistema linear sobre 12 nas varidveis b;. Este sistema
linear sempre possui Unica solugdo ja que o produto cup € uma forma simplética e portanto
ndo degenerada; tal solu¢@o nos fornece o x, desejado pela linearidade de 7.

Escrevendo n = 3", ¢;X;, obtemos
~ B _ N 2( (1), (a
Fun = 3 aertaUn) =3 é (2) w=Y (2) . (2)n<o—> |
1<i,j<n i=1 i=1
pois a pendltima igualdade segue de ¢?(?) = ¢;(¥) (mod g). O
Utilizando agora as ferramentas de algebra linear apresentadas na Secdo A.1, obtemos:
Proposicio 2.3.4. Existe uma base X1, - , x» de H'(G, R) tal que:
() Se q # 2, entdon é par e {x; | 1 <i < n} éuma base simplética de H' (G, R). Se
q # 0, entd@o podemos assumir que x;(0) = d1;.
(Il) Se q = 2 e n for par, entdo {x; | 1 <i < n} é uma base simplética de H' (G, R) e
Xi(o) = dui.
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(1) Se g = 2 e n for impar, entdo T(x1 U x;) = 61, = xi(0) e {xi | 2 < i < n} é uma
base simplética de {x,)* em H'(G, R).

Demonstragdo. Se q = 0, entdo a afirmagdo segue do Lema A.1.7 e do Teorema A.1.8. Se
q ¢ {0,2}, temos que a aplicagdo n — 7(o) é um funcional em H'(G, R) e o pode ser
completado a uma base de G/®(G), e portanto o Lema A.1.7 e o Coroldrio A.1.6 garantem a
existéncia da base desejada.

Se ¢ = 2, temos que 7 nao € alternada, pois ¢ € nao-trivial e portanto devemos ter
7(nUn) = n(o) # 0 paraalgum n € H'(G, R) pelo Lema 2.3.3. Assim, o Teorema A.1.8
garante a existéncia de uma base x; tal que 7(x1 U x;) = d1; = T()x; U X;), de onde segue

que x;(o) = 01; pelo Lema 2.3.3. O

Coroléario 2.3.5. Suponhamos que q # 0 e seja x1, - - - , Xn a base dada pela Proposi¢cdo 2.3.4

e Xy 0 elemento do Lema 2.3.3. Temos assim:

X2, Se n for par,

Xo )
X1, Se n for impar.

Demonstragdo. Fazendo x, = Y ; bjx; e tomando o produto cup com X1 € X2 para n

parel <t < % obtemos

01 . X2t—1(0) . (g)éu 1 bat—1
0) \xau() ) \ -1 0\ by )~

de onde concluimos que b, = 1 e b; = 0 para ¢ # 2, ou seja, X, = X2. Paran impar e o

produto cup com Yo € Xo:+1 onde 1 < ¢ < ”T_l, obtemos

0\ [ xaulo) \ _ [0 1 bor
0 Xat11(0) —1 0/ \batr1
e b =T(x1UXo) = x1(0) = 1, ouseja, xo = x1. .

Tal base simplética nos fornece a seguinte proposicao:

Proposicao 2.3.6. Existe uma base x1,--- ,x, de F tal que
ixy, x9) - [wn_1,x,]  (mod F3), se n for par,
r=
xi[xe, x3] - [Tn_1,2,] (mod F3), sen for impar.
Demonstracdo. Tomemos x1,--- , X, uma base de H'(G, R) como dada pela Proposi-

cdo 2.3.4, e sejam xy, - - - , x,, levantamentos para F' da base dual em G. Denotando por a; e
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a;; os coeficientes do Lema 2.3.2, por um lado temos que
' -xi =0 (mod [F, F)).

Por outro lado, como {z;} é a base dual de {x;}, pelo Lema 2.3.1 podemos calcular

o = xi(0) = xi(xy" -+ -ay") = aq
e, portanto, o = x1. Os coeficientes a;; dos comutadores sdo entdo dados pelo Lema 2.3.2
notando que {zy,--- ,x,} (resp. {zs, -+ ,x,}) é uma base simplética de H'(G, R) se n for
par (respectivamente, impar). [

2.3.2 Correcoes pela série g-central

A Proposi¢do 2.3.6 nos fornece um conjunto gerador x4, - - - , z,, € uma forma aproximada
para a relacdo que define um dado grupo de Démushkin GG. Uma vez que esta forma envolve
apenas g-poténcias e comutadores e ()., £ = {1}, se conseguirmos “corrigir” os elementos
x; da base por elementos ¢; € F}, em fndices k sucessivos de modo que a forma da relagcao
fosse preservada médulo Fj1 = F}![Fy, F], obteremos uma base que satisfaz bona fide a
relagdo dada.

Esta foi a estratégia adotada em [Lab67] para classificar as apresentagdes dos grupos
de Démushkin, a qual apresentaremos a seguir. Para isto, precisamos entender como esta
relagdo se comporta sob estas corre¢des. O principal resultado desta se¢do € o Lema 2.3.8,
que serd utilizado na classifica¢do das apresentagdes dos grupos de Démushkin para controlar
o efeito da correc¢do ao longo da série g-central.

Definamos a fun¢@o r,: F' X --- x F' — F por

wi[wy, wa] - - - [wy_1,w,], se n for par,
TO(wla"' 7wn)'_> .
w[wg, ws] + - - [wy_1,w,], se n for impar.
Assim:
Proposicao 2.3.7. Sejam x1,--- ,x, uma base de F e t1,--- ,t, € Fy_1 (k > 3) e tome
yi =1, Y2;. Entdo, yy,- - ,yn ainda é uma base de F'. A imagem destas através de 1, satisfaz

To(xh'" ,ZEn) = dk—l(tlv"' by Ty e axn)ro(ylv"' 7yn) <m0d Fk-i-l)
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onde dj,_, é dada por:

21,1 ]( )tq k/l [tor—1, ok [Tor—1,t2r], se n for par,

dk—l = (mod Fk+1) .

[z1, t1]t] ;(Czl 2 [tog, @opsr] [Tk, torsr], se n for impar.
Em particular, para cada base x1,- - - , x,, a formula de d_, define um homomorfismo:
dk,12 kal/Fk X e+ X kal/Fk — Fk/Fk+1 .

Demonstracdo. Temos que os elementos ¥, - - - , v, ainda formam uma base de F' pois
formam uma base de F/®(F). Uma vez que em F/Fj,, vale a identidade (ab)? =
b, a](g)aqbq para todo a € Fj_; (pois [Fj_1, F'] é central em F'/F}.,,) temos as seguintes
igualdades para a imagem de y através de 7.

Se n for par:
To(yb e 7y7l> = TQ(tIIJJl’ to ,t;lxn)
n/2
= (17 ") H [t2_k171$2k—1= tz_klmk]
k=1
n/2
_ q — _ —
= [21, 1]<2)t1 I2f H [ton1s ok [Ton—1, tor | [wok—1,22k]  (mod Fiyq)
k=1
e, deste modo, obtemos:
n/2
q
ro(x1, - Tn) = [, tl](2)t({ H [tor—1, @or] [Tor—1, tar] ro(y1, -+ v yn)  (mod Fiya)
k=1
Se n for impar e portanto ¢ = 2:
TO(yla e ayn) = TO(tl_lxla e t_lx )

= (t]'m)" H t2k$2k, 2k+1$2k+1]

(n—1)/2
= 21, t7 ]ty 12f H [tg_k17$2k+1] [l‘%,tg_le] [Tok, Tokt1]  (mod Fiyq)
k=1
e logo:
(n—1)/2
ro(@1, -+, xn) = 21, 4]t H [tars Taki1] [Tor, tona] To(yr, -+, yn)  (mod Fiyr)

k=1
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Para uma base x4, - - - , x,, fixa, a férmula de dj_; define um homomorfismo de n cépias
de Fy_1 em F}/F}q pois as g-poténcias e comutadores dos ¢; sdo centrais em F}./F}1, nos

fornecendo

q
2

[y, ] = [y, [y, 1] € () = [, 8] 17 = 4010 (mod Fra)
Da defini¢ao de Fj1, vemos que dg_q(t1,--- ,t,) = 1set; € Fyparatodo1 <i<n. [

Lema 2.3.8. Para todo k > 3 e uma base x1,- - ,x, de F fixa, temos que:

Im(dy 1), se g # 2,

2]671

Fi/Fr1 =
<Im(dk_1) U{(z;"  mod Firi1) | xi # XU}> ,seq=2.

Demonstragdo. Como Fy/Fy.q é gerado pelas classes dos elementos t¢ e [¢, z;], onde ¢
percorre os representantes de Fy,_1/Fy e 1 < i < n, basta mostrarmos que tais elementos
pertencem aos conjuntos acima. Pelo Coroldrio 2.3.5, sabemos que ., € x2 ou x; dependendo
se n € par ou impar respectivamente.

Fixemos t € F,_;/F}, e consideremos o seguinte subgrupo Hy, de Fy/Fj1:

Im(di—1),se ¢ # 2,
<Im(dk_1) U{(22"" mod Fiy1) | xi # Xa}> ,seq=2.

Analisando a férmula de dj,_; dada na Proposi¢do 2.3.7 e fazendo ¢; = 6;;t onde 1 < j < mn,

podemos concluir que as classes dos seguintes elementos pertencem a Im(dy_1):
(i) [t,z;] paratodo i > 4, além de [t, x3] se n for par, pelas substitui¢des com j > 4.
(ii) [t,z2] se n for impar ou [t, z4] se n for par, pela substitui¢do com j = 3.
(iii) [t,x3] se n for impar ou [t, x1] se n for par, pela substitui¢do com j = 2.
(iv) ti[t,x;] se n for impar ou t9]t, 931](3) [t, o] se n for par, pela substitui¢do com j = 1.

O ponto (iv) mostra que ¢ suficiente entdo provarmos que (t? mod Fj,) pertence a
Hj, paratodo t € Fy,_1/F}. Esta condi¢ao é trivialmente satisfeita para ¢ = 0, entdo basta
provarmos a afirmacdo para ¢ # 0. Iremos até o final da demonstrag¢do supor que ¢ # 0 e

prosseguiremos por inducdo sobre k. Para o passo base k = 3, dividimos a andlise nos casos
q#2eq=2:

(Caso q # 2). Temos que F,/F3 é gerado pelas classes dos elementos z! e [z;, z;] para

1 <14 < j < n, e portanto iremos provar que as ¢ poténcias destas classes pertencem a
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H3®(F3/Fy). As identidades
[uwv, w] = [u, w][[u, w],v][v,w] e  |u,vw] = [u, w|[u,v][[u,v], w]

nos fornecem as igualdades:

q

i)t = ol ) ([l 2], )@ = o) ([ ) 2@ (mod ). @25)

Por um lado, H5 contém as classes de todos os elementos da forma [x?, xj] paral <1,7 <
n com j # 2. Por outro lado, para j = 2 € i # j, temos que a classe de [z, 3] = [2d, z,]7?

pertence a H3 uma vez que x4 € F5. Como (g) € congruente a 0 ou a g modulo ¢ dependendo

da paridade de g, as classes de ambos ([[z;, z;], xz])(g) e ([[x:, x4], atj])(g) sempre pertencem
a ®(F3/Fy) e desta forma podemos concluir que ([x;, x;]? mod Fy) € H3®(F5/F),) para i, j
quaisquer. Por fim, uma vez que H3®(F3/F;) contém as classes de x?Q (2], x9) € [x], 2],
podemos concluir que (x;12 mod Fy) € H3®(F3/Fy) paratodo 1 < ¢ < n. Com isto,

obtemos as igualdades desejadas:
F;/F, = H3®(F3/F,) = Hs, pela parte (II) da Proposigdo 1.1.3

(Caso q = 2). Faca
x1, se n for impar,
: X9, se n for par.
Por hipétese, H3 contém x? para todo z; # z. Pelos itens (iii) e (iv), sabemos que
(z}[x?, 2] mod F}) pertence a H3 para todo 1 < i < n, e, deste modo, para r; = z
concluimos que H3 também contém z?. Além disto, H3 contém a classe de [x?, 2] para todo
1 <i < n. Ositens (i)-(iii) garantem que as classes dos elementos [[z;, 2], z;] pertencem a

Hj para todo i, e, portanto, da primeira congruéncia na equagao (2.5) concluimos que:
([zi, 2> mod Fy) = ([22, 2][[xi, 2], ;) mod F}) € Hs.
Para z; # x; ambos distintos de z, esta mesma congruéncia fornece
(i, 5] = o, @)]{[ws, 25, 2] (mod Fy).

Os itens (i)-(iii) garantem que o lado direito estd em Hs, e, portanto, o lado esquerdo também
deve estar. Assim, mostramos que H3 contém as classes de todos os elementos z} € [z;, x;]°.

Disto, podemos concluir que H3 = F3/F).
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Assumamos agora que para todo k&’ < k tenhamos Fy /Fy1 = Hys, e provaremos esta
igualdade para k. Relembramos que é necessario provar apenas que (¢ mod Fj 1) € Hy
para cada t € F_;/F}. Pela hipétese de indugdo, existem a; € Rety, - ,t, € Fy_o/Fr_1
tais que:

tEHx;“qk_Qdk_l(tl,---,tn) (mod Fy), a;=0sex;=zouq+#2.

i=1

Como elevar a ¢ é um homomorfismo de Fy,_»/Fj_1 em Fy_1/F}, isto nos fornece:
n
q — aiqt1 q q _ _
= sz dp—1(t],--- ,t2) (mod Fy), a;=0sex;=zouq#2.
i=1
Desta forma, a classe de t? pertence a Hj, como desejado. O

2.3.3 Apresentacao de um grupo de Démushkin

O objetivo agora é demonstrar a seguinte classificagdo parcial:

Teorema 2.3.9 ([Lab67, Teo. 3]). Sejam F um grupo pro-p livre de poston, e r € FI[F, F).
Seja L o subgrupo normal fechado gerado por r, e suponha que G = F'/ L seja um grupo de

Démushkin com invariante q(G) = q. Entdo:

(1) Se q # 2, existe uma base x1,- -+ ,x, de I tal que
r=allry, zo) - [T1, 1]
(2) se q = 2 e n é impar, existe uma base x,--- ,x, de F tal que
r= xfx%f [To, 23]+ [Tn_1, Tp)

para algum 2 < f < oo;

(3) se q = 2 e n é par, existe uma base x1,- - - ,x, de F' tal que
2 2f
r= a2y, wolry (13, 4] - [0, T

para algum 2 < f < ococea € 4Z,.

O caso (1) foi provado por S. Démushkin em [Dé61] e o caso (2) foi provado por J.P. Serre
em [Ser64]. O principal resultado da tese de J. Labute [Lab67, Teo. 1] € a classificacao de
(3) nos dois subcasos [Im(xg): Im(xg)?] =2 e [Im(xg): Im(xg)?] = 4. Pelo Lema 2.3.2,
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todos os grupos dados pelas apresentagdes do Teorema 2.3.9 sdo grupos de Démushkin, e os
resultados de [Lab67] completa a classificacdo das apresentacdes de grupos de Démushkin
em funcdo de d(G) e x¢, mostrando que todos sio dados pela lista dada. Em particular, os
valores de f e a dos casos (2) e (3) podem ser todos obtidos a partir da imagem Im(x,),
procedimento que descreveremos na Secao 2.3.4. Apresentaremos a seguir a demonstragao

do Teorema 2.3.9 e comentaremos a solu¢a@o do caso (3) por Labute.

Demonstracdo do Teorema 2.3.9. Manteremos a notacdo da Secdo 2.3.2: para toda base

x = (21, - ,2q) de F, ro(x) denota a funcéo
2y, x9) - - [wn 1, x,], se n for par,
ro(x) =
xd[xe, x3] -+ - [£n_1, xy], se n for impar,

e, para cada base x fixa, d,_1: (Fy_1/F)" — Fi/Fyy1 denota o homomorfismo

[x1, tl](g)t’f Zfl [tok—1, Tk [Tor—1, tak] , se n for par,

di-1(ts, - ty) = _
[l’l, tl]t({ ](::11)/2 [tzk, .Z‘Qk_H] [ZL’Qk, t2k+1] ,S€n fOI’ fmpar.
Pela Proposiciio 2.3.6, sabemos que existe uma base 2(3) = (:vg?’), e ,x,(f)) de F' tal que
r =ro(z®) (mod F). Por indugio sobre k, mostraremos que existe ¢y, - ,tn € Fj1
tais que 2" ) = t;,ia:z(k) ainda é uma base de F, e temos r = ro(z**V) (mod Fj,,1) se

q # 2 ou algo similar a isso se ¢ = 2. Separaremos a demonstragdo desta inducdo em cada

um dos casos (1), (2) e (3) do teorema.

(Caso (1): q # 2). Suponhamos que %) = (:z:gk), e ,x,(lk)) satisfaca r = ro(z™)
(mod F}), isto é, que exista um elemento ¢, € F}, tal que r = e;ro(x*)). Pelo Lema 2.3.8,
sabemos que £}, / F . € gerado pela imagem de dj,_1, e portanto existem ¢y 5, - - - , t,, € Fj_1
tais que

ek - di—1(tig, - s tap) =1 (mod Fiyq).

(k+1) -1,.(k)

Assim, pela Proposi¢ao 2.3.7, temos que x, =t; . x;  ainda € uma base de I e que esta

satisfaz:

T =€ - To(z(k))
=ep - dp—1(tig, s tog) - To(x(k+1)) (mod Fji1)

= ro(x®)  (mod Fjiq)

k)

Assim, fazendo z; = limy_, xf , temos que r = ro(z) (mod Fy) paratodo k > 3 e

portanto r = ro(x), como desejado.
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(Caso (2): =2, n € 2Z + 1). Suponhamos que z*) = (xgk), e ,a:%k)) satisfaca

r=eproa®) () (@)

para algum e, € Fj, e certos Ay, - , A\, € 4Z5 com k > 3. Para quaisquer ¢;; € Fj_;,

1..(k)

fazendo y = (y;) = (¢;,7; ) temos:

(xgk)yl = (tiry:)*
= ([yutzk]t?ky?)Q (mod Fyyq)

= y; , pois ¢, e [y;, t;x] sdo centrais em F'/Fj 1 .

)

Portanto, vale que

r = epro(a®) (@87 - (2P

=ep-di1(tig, s tan) - To(y) - ¥7 - yam (mod Fryp)

=7ro(y) - er - di—1(tr g, s tng) - y> -y, pois Fi/Fry1 € Z(F/Fry1).

Pelo Lema 2.3.8 e pelo Coroldrio 2.3.5, sabemos que F},/F}. 1 é gerado pela imagem de
dj_1 € pelas classes de (ml(-k))Qk_1 para 2 < i < n. Assim, existem ¢, € Fy_; e a; € {0,1}
tais que:

ep - di—1(tig, s tng) = (xg’“))“ﬂ'“’l e (313(]‘3))‘1"2’%1 (mod Fy1)

= 3/5221971 o 'Z/a"zkf1 (mod Fjy4q), poisk > 3.

n

Assim, tomando ¢t = y para esta escolha de t; ;,, obtemos:

P = ro(a D) - (@ TP D) (mod By

. k . . P .
Fazendo z; = limy,_,o 91:5 ), obtemos inteiros 2-adicos oo, - - - , v, € 475 tais que

r—= r0<x) . :ESQ . .xzn — x%[x27x3] PN [:L'n717xn],flj'g2 . ~l’[/';“" .

Seja F’ o subgrupo fechado de F' gerado por z3, - - - , x,, e definamos G’ = F'/L’ onde

L’ é o subgrupo normal fechado gerado por

a2 Qn

v’ = [xo, 3] [Tpo1, Tp|2S? T
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Temos que G’ é um grupo de Démushkin com ¢(G’) = 2/ para algum 2 < f < oo, e portanto

pelo caso (1) existe uma base z, - - - , 2, de F” tal que
roa2fe / /
r' =y [y, w) T,y 7]
Como r = 227, obtemos a igualdade desejada tomando a base z, @, -+ , ).

(Caso (3): q = 2, n € 2Z). A construcao € andloga ao caso (2). Suponhamos agora que
2® = @ . 2P satista
1> ) n ca

r= e (@ (@) - (@) ()

n

para algum e, € Fj e certos A, Asg,--- , A\, € 4Z5 com k > 3. Como no caso (2), o
Lema 2.3.8 e o Coroldrio 2.3.5 garantem que existem ¢, , € Fj_1 e a1, as,--- ,a, € {0,1}
tais que para x*+1) = (tf,ixgk)) temos:

1y

r= (x5k+1))>\1+a12k_1 . To(x(k+1)) . ($§k+1))>\3+a32k_1 . (I%k+1))>\n+an2k_l (mod Fk+1) .

(k

Fazendo z; = limj_, z; ), obtemos inteiros 2-adicos oy, ag, - - - , o, € 47, tais que

Qn 2+aq a3 Qn

r = x?l . TO(J;) . ng ezt =27 [l’l,l’g][l’g,l’d e [xn—lwrn]xg ER/ et

Daf prossegue-se como no caso (2) para F' = (3, z,) . 0

Como consequéncia da classificagdo parcial do Teorema 2.3.9, podemos concluir que
grupos de Démushkin sdo residualmente analiticos p-adicos livres-de-tor¢ao, fato este que sera

necessdrio no Capitulo 5 para o estudo da Conjectura de Atiyah sobre [[F,G]]. Precisamente:

Proposicao 2.3.10 ([JZS19, Cor. 5.2]). Todo grupo de Démushkin infinito G é residualmente

poliprociclico livre-de-torgao.

Demonstracao. Como a classe dos grupos pro-p poliprociclicos livres-de-torcao € fechada

para subgrupos e extensdes, vamos aplicar o Lema 1.1.5 & série de Frattini ,, de G dada por
GO = G, Gn = (D(Gn—l) = Gfb_l[Gn—la Gn—l] ) vn >1.

Portanto, para cada n, precisamos encontrar um subgrupo fechado @Q,, <. G,, = ®(G,,_1)
tal que ), seja normal em G,,_; e G,,_1/Q,, seja poliprociclico livre-de-tor¢ao. Fixemos
entdo um n > 1 arbitrario e tomemos U = G,,_;.

Sendo U um subgrupo aberto de Gz, temos que U também € um grupo de Démushkin. Pela

classificacao dos grupos de Démushkin (Teorema 2.3.9), existe uma apresentacdo minimal
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para U dada por

U= {(z1, " ,Tm | x?1m§2[x5_1,a}l]x§‘3P =1),

onde cada ; é um elemento de Z,,, [ € {2,3}, m =d(G) > 2,y =0, y_y € pZ, e P é
um produto de elementos do conjunto

C=A{lzi,z] |1 <i<j<m}—{[zi,m]}.

Seja () o subgrupo normal fechado de U gerado pelo conjunto C'. Por defini¢ao, temos
que Q@ <P(U)=G,e QAU = G,_1. Assim, U/Q é dado por uma apresentacdo pro-p
nos geradores x4, - - - , T, satisfazendo as relagcdes:

Aij [ri,x;] = 1paratodoj #lei < j;

By [rg, 7] = 1 paratodo k < [ —1;

—1 . —Q2 —OQ1 ,,—Q3
C o w1 =m12y Py g

Além disso, como () estd contido no subgrupo de Frattini de U, o conjunto {x1,- - , 2, }
ainda é um conjunto minimal de geradores para U/(Q).

Seja H o grupo pro-p abeliano livre sobre os geradores {z; | 1 < i # [ < m} e seja
¢: H — H oisomorfismo que fixa x; parai # [—1elevax;_; emx;_z; “'xy “*x5**. Entdo,
podemos identificar U/() com a HNN-extensao HNN(H, H, ¢, x;) ([RZ10, p. 382]). Deste
modo, a dimensao cohomoldgica de U/ € finita (por exemplo, pela sequéncia de Mayer-
Vietoris associada [RZ10, Prop. 9.4.2]) e logo U/Q) é livre-de-tor¢do. Alternativamente,
podemos concluir que U/Q) é livre-de-tor¢do a partir de sua a¢do sobre uma p-arvore padrio
([dSSS00, Teo. 3.4.2] ou [Ribl7, Cor. 7.1.3]). Assim, temos que U/Q ~ L x (x;) =

ZZ”‘” X Z, e, portanto, U/() é poliprociclico livre-de-tor¢do, como desejado. 0

Relembrando que [U,(Jf b =1+ 7, e [U[zf J (—1 + 2f), a classificagdo do caso (3) do
Teorema 2.3.9 é dada pelo seguinte resultado:

Teorema 2.3.11 ([Lab67, Teo. 1]). Seja G um grupo de Démushkin com d(G) = n par
e ¢(G) = 2. Fazendo G = F/L onde F ¢é o grupo pro-p livre sobre n geradores e L é o
subgrupo normal fechado de F' gerado por r € F, temos que existe uma base x1,--- ,x, de
F' tal que:

(3.A) se [Im(xq): Im(xg)?] = 2, entdo

’
r= $§+2f (21, 2] -+ [Tp—1, 0]

onde Im(xg) = U[Qfl];
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(3.B) se [Im(xq): Im(xg)? = 4, entdo
r = aifey, o) (s, 24 - [wao, 2]

onde Im(xg) = {£1} x Uéf).

Como veremos a seguir (pelo Teorema 2.3.13), temos que o coeficiente f do caso (2) do
Teorema 2.3.9 também é caracterizado por Im(xg) = {£1} X Ugf ). Assim, um coroldrio
dos Teoremas 2.3.9 ¢ 2.3.11 é:

Corolario 2.3.12 ([Lab67, Teo. 2]). Dois grupos de Démushkin G e G’ com os mesmos
invariantes d(G) = d(G') e Im(x¢) = Im(x¢) sdo isomorfos.

2.3.4 Calculando o invariante ciclotomico

O objetivo desta secdo final € derivar uma férmula para o invariante ciclotomico y = xg
de um grupo de Démushkin G’ em fung¢ao das apresentacdes de cada um dos trés casos do

Teorema 2.3.9.

Teorema 2.3.13 ([Lab67, Teo. 4]). Seja G um grupo de Démushkin com a apresentacdo
dada pelo Teorema 2.3.9, e considere os mesmos casos (1), (2) e (3). A acdo xg: G — Z;

de G definida por seu invariante ciclotomico é o uinico homomorfismo satisfazendo:
(1) xa(z2) =1+ ¢ xa(x:) =1sei#2;
(2) xe(z1) = =1, xg(zs) =1+ 2/, xg(x;) = 1sei #1,3;

(3) xc(z2) =3+ a, xg(z4) =1+ 27, xg(x;) = 1 sei # 2,4

Demonstragdo. Seja G um grupo de Démushkin dado por uma das apresenta¢des do
Teorema 2.3.9 e seja x: F' = F(xy,--- ,x4) — Z,; 0 homomorfismo continuo dado pelas
formulas do enunciado; elas definem um homomorfismo continuo de G em Z,; que por abuso
de notag¢do também denotaremos por x, uma vez que x(r) = 1. Pela Proposicdo 2.2.2, se
fizermos G agir sobre J = 7Z,, através de y e mostrarmos que podemos definir arbitrariamente
homomorfismos cruzados de G em J através dos geradores de GG, podemos concluir que
X = X¢ como desejado.

A Proposicao 2.2.2 garante que podemos definir arbitrariamente homomorfismos cruzados
D: F — J apartir de seus valores nos geradores x1, - - - , z,,. E ento suficiente mostrarmos
que D induz um homomorfismo cruzado de G em J, isto é, que D(r) = 0 em cada um dos
casos (1), (2) e (3). Como D(z™') = —x(z)"'D(z), temos que:

D([x;, z;]) = D(zsxjz;  a; )
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— D(s;) + x () x(x;)D(a; ;)
= D(;) + x(:) D(a;) + x () x(x;) (D(a7") + x () D))
— D(:m +x () D(x;)+

+x (@) x () (=x (@) 7 D) — x(as) ™ x ()~ D))
= D(mz) + X(mz) (33]) x( )D(xz) - D(ZB])
= (1 = x(z;))D(x;) + (x(zi) — 1)D(x;) .

Para o caso (1), temos:

D(r) = D(a{[z1,22] - - [2n1, 24])
= D(af) + x(27) D([z1, 22] - - [T7-1, T0])
= qD(z1) + D([z1,22]) + Xx([1, 22]) D([23, 24, -+, (201, 24])
= (¢+1—x(z2))D(z1) = 0.

Para o caso (2), calculamos:

D(r) = D(2}) + x(2})D (23 [12, 23] -+ - [2n1, 7))
= D(a3) + x(23 ) D([z2, 23] -+ [201, 7))
= 2/ D(w2) + D([w2, 73]) + X([w2, 23]) D[4, 5] -+ - [w1, 2]
= (2 +1— x(z3))D(z2) = 0.

Por fim, para o caso (3), obtém-se:

D(r) = D(x}**) + x(a7**)D[a1, woled [wa, 2] -+ [0-1, 7))
= (2+ ) D(x1) + D([z1, 22]) + x([21, 22]) D(a3 [w3, 24] -+ - [201, 7))
= (24 a+1—x(@2))D(x1) + D(a3') + x(23 ) D([w3, 24] - [Tn1, 20])
= 29 D(x3) + D([x3, x4]) + x([w3, 24]) D([5, 2] - - - [£n1, %))
= (2 +1— x(24))D(x3) = 0. O

Recordamos a notag¢do U}gf ) =1+ pZ,e U[Qf I~ (=14 2/) para os subgrupos de Z.
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Corolario 2.3.14 ([Lab67, Cor. do Teo. 4]). Seguindo a notacdo de cada um dos casos (1),
(2) e (3) do Teorema 2.3.9 e os casos (3.A) e (3.B) do Teorema 2.3.11, temos que:

( 1+ qZy, no caso (1),

{£1} x UY, no caso (2),

{£1} x I[Jgf), no caso (3) se va(4 + «) > f, equiv. caso (3.B),
\U[zf,], no caso (3) se f' = vy(4+ ) < f, equiv. caso (3.A).

Demonstracdo. Isto € uma consequéncia direta do Lema 1.1.1 aplicado as férmulas do
Teorema 2.3.13. Observe que no caso (3) a valoracao da projecdo P da imagem Im(x) no
subgrupo Ug) é dada por:

vo(P) = min{wvy(4 + ), f}

uma vez que
3+a=(-1)-(1-4+a). O

E importante ressaltar que hd diferencas entre as férmulas do Teorema 2.3.13 e seu
respectivo enunciado em [Lab67, Teo. 4]. Isto se deve a convengdo [z,y] = zyxr~'y~!
adotada nesta exposicao (e em [Dé61], [Ser64], [And68]), a qual difere da convencado
(z,y) =2y~
as bases fornecidas pelo Teo. 3 de [Lab67] e pelo Teorema 2.3.9 sdo distintas, uma vez que a

xy adotada no texto de J. Labute. De fato, uma diferenga ainda maior ocorre:

relacdo se torna outra ao trocarmos a defini¢do dos comutadores.
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Capitulo 3
Propriedade de Howson

A propriedade que grupos pro-p livres satisfazem como consequéncia da versao pro-p
do Teorema de Howson (Teorema 1.5.8) é chamada de propriedade de Howson: dizemos
que um grupo profinito (respectivamente, abstrato) GG possui a propriedade de Howson se a
intersecdo de dois subgrupos fechados topologicamente finitamente gerados (respectivamente,
subgrupos finitamente gerados) € topologicamente finitamente gerada (respectivamente,
finitamente gerada).

Algumas consequéncias sdo imediadas da definicdo: se G' € um grupo com a propriedade
de Howson e Hy, - -- , H,, sdo subgrupos de G topologicamente finitamente gerados, entdo
i, H; também serd topologicamente finitamente gerada. Algumas classes de grupos para
as quais é direto demonstrar a propriedade de Howson s@o os grupos finitos, os grupos
abelianos abstratos e profinitos e os grupos profinitos de posto-de-subgrupos finito.

J4 sdo fatos estabelecidos na literatura que outras classes de grupos profinitos e abstratos
possuem a propriedade de Howson. Howson, em seu artigo [How54] de 1954, estudou e
demonstrou essa propriedade para todos os grupos abstratos livres. Em 1960, Greenberg
[Gre60] provou que todos os grupos Fuchsianos possuem a propriedade de Howson. Um
grupo G é Fuchsiano se ele é isomorfo a um subgrupo discreto de PSL(2, R), e esta classe
inclui todos os grupos de superficie. Em 1965, Baumslag [Bau65] provou que a propriedade
de Howson € fechada para o produto livre, isto €, se H e K sdo dois grupos abstratos com a
propriedade de Howson, entdo H * K também possui a propriedade de Howson. Isto prova
como corolério o resultado de Howson para grupos livres, uma vez que estes sao isomorfos
ao produto livre de cépias do grupo aditivo Z.

A propriedade foi estendida ao mundo pro-p em 1982 por Lubotzky [Lub82], que
demonstrou a versao pro-p do Teorema de Howson (enunciado no Teorema 1.5.8). O objetivo
deste capitulo € demonstrar esta validade para os grupos de Démushkin, seguindo [SZ19], a

principal referéncia desta exposicao.
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Além disso, para H e K subgrupos finitamente gerados de um mesmo grupo livre,

Howson demonstrou que
dHNK)—-1<2d(H)d(K)—d(H)—-d(K).
Esta cota seria melhorada por H. Neumann [Neu57], que demonstrou a desigualdade
dHNK)—-1<2d(H)—-1)(d(K)-1).

Neste mesmo artigo, H. Neumann propos:

Conjectura (Hanna Neumann). Se H e K sdo subgrupos finitamente gerados de um

mesmo grupo livre, entdo
dHNK)—-1<(d(H)-1)(d(K)-1).

Uma versao mais forte desta conjectura foi provadaem 2011 ([Fri15], [Min12]). Entretanto,
ainda € um problema obter cotas como a cota de Neumann para diversas classes de grupos
com a propriedade de Howson, levando a busca por mais generalizacdes. Para grupos pro-p

livres GG, a Conjectura Forte de Hanna Neumann foi demonstrada por A. Jaikin-Zapirain:

Teorema 3.0.1 ([JZ17, Teo. 1.1]). Sejam H e K dois subgrupos fechados topologicamente

finitamente gerados de um grupo pro-p livre F'. Entdo, vale a desigualdade

Y dHNzKz') <d(H)d(K),
r€H\F/K

onde d(G) = max{d(G) — 1,0}. Em particular, H N K é finitamente gerado e temos
dHNK)-1<(d(H)-1)d(K)-1).

A validade da Conjectura de Hanna Neumann para grupos de Démushkin € o objeto de

analise do Capitulo 5.

3.1 Propriedade de Howson

Relembramos que, se G' € um grupo de Démushkin infinito e U € um subgrupo aberto de

G, a férmula do posto da Proposicao 2.1.10 garante que

d(U) — 2 = [G: U)(d(G) —2).
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Além disto, se H <. G € um subgrupo fechado de indice infinito, temos que / € um grupo
pro-p livre (Exemplo 1.3.11).

Juntando esses fatos e a desigualdade de Hanna Neumann para grupos pro-p livres do
Teorema 3.0.1, podemos provar que todo grupo de Démushkin possui a propriedade de
Howson, e ainda obter uma cota para o posto da intersecao de dois subgrupos finitamente
gerados. A demonstracdo que seguiremos € dada em [SZ19].

Teorema 3.1.1 ([SZ19, Teo. 3.1]). Sejam p um primo e G um grupo de Démushkin pro-p.
Se A e B sdo subgrupos fechados ndo triviais de G e topologicamente finitamente gerados,
entdao

d(ANB) —1 < p*(d(A) +d(B) — 2)*(d(A) — 1)(d(B) — 1).

Demonstragcdo. Se d(G) < 2, entdo todo subgrupo aberto U de GG também satisfaz d(U) = 2
pela cota da caracteristica de Euler. Como H'(H) = limy F 1(U) para H um subgrupo
fechado de GG e U subgrupos abertos contendo H, obtemos também que d(H) < 2. Assim,
podemos supor que d(G) > 3.

Se A ou B forem abertos em (&, também obtemos uma cota mais refinada. Sem perda de
generalidade, supondo que B € aberto em G, entdo A N B € aberto em A e pela desigualdade
do posto (Coroldrio 1.3.4), temos:

d(ANB)—1<(d(A)—1)[A: AN B]
— (d(4) ~ D[4, BY: B]
< (d(A) - D[G: B]
< (d(A) —1)(d(B) — 1), pois d(G) >3

Assim, podemos supor que ambos A e B possuem indice infinito em G. Como G € pro-p,
sejam {U} e Vj, k € N, duas cadeias de subgrupos abertos em G, tais que Uy = V = G,
NUr=A, NVi=BeUy/Ugi1 = Vi /Viy1 ~ F,. Assim, temos que

(G: U] = [G: Vi] =p".

Se d(A) = 1, entdo a desigualdade do enunciado vale trivialmente. Podemos entao
assumir que d(A) > 1 e definir

n = |log,(d(A) +d(B) —2)| +1.

Temos que p"~! < d(A) +d(B) —2ep" > d(A) +d(B) + 1. Defina Ay = ANV, e
By = BN U,. Desta forma, vale que AN B = Ay N By e que C = (Ay, By) é um subgrupo
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de U,, N'V,,. Temos a seguinte cota para o posto de C":

d(C) < d(Ap) + d(Bo)
< (d(A) — 1)[A: Aol + (d(B) — 1)[B: Bo] + 2, pela Desig. do Posto
< (d(A) = D[Un: Up N V] + (d(B) — D)[Vi: Uy N V] +2

' d(A)—1 d(B)-1
[G'U"mv”]([G:Un] + G V] )+2

d(A) + d(B) _2) y

7

=[G: U,NV,] (
<[G:U, NV, +2<(d(G)—-2)G: U,NV,]+2, pois d(G) > 3
Assim, se C fosse aberto em G, teriamos que
d(C) = (d(G) = 2)[G: C1+2 < (d(G) = 2)[G: U, NV,]+2

contradizendo a desigualdade anterior. Desta forma, C' é um subgrupo fechado de G e
portanto um grupo pro-p livre finitamente gerado. Podemos agora aplicar a cota de Hanna
Neumann (Teorema 3.0.1) ao subgrupo AN B = Ay N By de C:

d(ANB) —1 < (d(Ap) — 1)(d(By) — 1)
< (d(A) = 1)[A: Ap)(d(B) — 1)[B: By|, pela Desig. do Posto
< (d(4) - 1[G: V,](d(B) - 1)[G: U,]

3.2 Produtos livres e a propriedade de Howson

Unindo os Teoremas 1.5.8 e 3.1.1 obtemos duas classes de grupos pro-p que satisfazem a
propriedade de Howson: grupos pro-p livres e grupos de Démushkin. Uma extensao ainda
maior da classe dos grupos com a propriedade de Howson é dada pela versdao pro-p do
Teorema de Baumslag, que afirma que o produto pro-p livre de uma colecao finita de grupos
com a propriedade de Howson também possui a propriedade de Howson, isto €, a classe dos
grupos com a propriedade de Howson € fechada para produtos pro-p livres finitos. A versao
cldssica deste teorema, provada em [Bau65], foi estendida para grupos pro-p em [SZ19], cujo

argumento exporemos nesta se¢ao.
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Primeiramente, verificaremos que € possivel virtualmente fatorar subgrupos fechados em

produtos livres:

Lema 3.2.1 ([SZ19, Teo. 4.2]). Sejam G, --- ,G,, grupos pro-p e G = [ [\, G; o produto

pro-p livre deles. Se H é um subgrupo fechado topologicamente finitamente gerado de G e

H ~ [ﬁ H uGut N H HFH

i=1 ueD;
é sua decomposicdao dada pelo Teorema de Kurosh (Teorema 1.5.7). Entdo, existe um

subgrupo aberto V de G tal que para todo subgrupo aberto U de V a decomposicdo de
Kurosh de U é dada por

n
U ~ H H 'LLZ'J‘GZ"LL;,; NU HFU
i=1 Uj,j ED,LU
com D; C DZU . Além disso, existe uma decomposicdo Fy ~ l.&n[m v Fy induzida pelas
inclusées H — U.

Demonstragdo. Seja H um subgrupo fechado topologicamente finitamente gerado de GG. Pelo
Teorema de Kursoh para subgrupos finitamente gerados (Teorema 1.5.7), existem conjuntos
D; de representantes distintos das classes laterais duplas H\G/G; e um pro-p livre de posto

finito Fy tal que
[17s

Podemos assumir que uG;u~' N H # {1} paratodo u € D; etodo 1 < i < n. Como H

H= [ﬁ H uwGu t N H

=1 uEDi

€ topologicamente finitamente gerado, pela versao pro-p do Teorema de Grusko-Neumann
(Teorema 1.5.2) cada conjunto D; = {w;; | 1 < j < r;} € finito e cada intersecao
u; Gy jl N H é topologicamente finitamente gerada.

Uma vez que cada D; € finito, escolhamos um subgrupo aberto V; de G contendo H tal

que u; ju;, & G;V; paratodo 1 < j # i < r;, e tome

Assim, para todo par de representantes u; ; # u; , € todo subgrupo aberto U de V' contendo
H vale que U, ;G; # Uu; 1,G;. Em particular, os conjuntos D; podem ser expandidos em

conjuntos DY = {u;; | 1 < j < t;} de representantes completos das classes laterais duplas

U\G/Gi.
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Pelo Teorema de Kurosh para subgrupos abertos (Teorema 1.5.6), temos uma decomposi-
¢do:

n

i=lu,; ;eDY

Seja U (respectivamente, H) o nicleo da projecao U — [y (respectivamente, H — F).

Vamos primeiro mostrar que H = Nua,v U, e portanto que

Fg~H/H~ lim U/U =~ lim Fy.

U,V U<,V

De fato, U é gerado topologicamente pelo subconjunto

YU = U Yy O U ui,jGiu;jl nU y_l .

yeUu =1 Ui,jeDlU

Como paratodo g € Gexistemy € U, t € G; e u;; tais que g = yu; ;t, temos
gGig ' NU = yui,jGiu;jly_l NU =y (ui,jGiu;jl N U) Yyt

Desta forma, Y;; coincide com o conjunto

YU:UQOUgGigla

i=1geG

de onde podemos concluir que Yy = (), a,v Yu. Disto, a igualdade H= Nu v U segue

decompondo V' em um limite inverso de grupos finitos e reduzindo ao caso finito. [

Proposicio 3.2.2 ([SZ19, Cor. 4.3]). Sejam G+, - -- , G, grupos pro-p e tome G = [[_, G;
seu produto pro-p livre. Se H é um subgrupo fechado topologicamente finitamente gerado de
G, entdo existe um subgrupo aberto U de G contendo H, subgrupos fechados U, - - - , U,
de U e subgrupos fechados H; de U; para todo 1 < i < m tais que

Demonstragdo. Seguindo a notacdo Lema 3.2.1 e denotando por 7y : Fy — Fyy o homo-
morfismo dado pelo limite inverso, seja M um subgrupo aberto de V' contendo H tal que
d(my(Fr)) = d(Fy). Como my(Fy) é também um grupo pro-p livre de posto d(F),
a propriedade Hopfiana (Proposicao 1.1.4) garante que 7, € injetiva. Assim, podemos

identificar Fy com 7y (H), e M é o subgrupo aberto desejado. 0
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Precisaremos agora de dois lemas:

Lema 3.2.3 ([SZ19, Prop. 4.4 ¢ 4.5]). Seja G um grupo pro-p agindo continuamente sobre
um espago profinito X. Se S C X é um subconjunto finito tal que as érbitas {Os}scs sdo

distintas duas-a-duas, entdo paraT = | J . Os temos

seS

H, (G, [[F,T]]) = @ Ho (G, Fy) .
ses
Em particular, se G age livremente sobre X, entdo H, (G, [[F,X]]) = 0 paran > 0. Além
disso, se R C X é um subconjunto fechado G-invariante de X, entdo a inclusdo R — X

induz homomorfismos continuos injetivos
e Ho(G, [[FyR]]) = Hi(G, [[FpX]]) -
Demonstracdo. A primeira parte € uma aplicacdo direta do isomorfismo de Shapiro:

H,(G, [[F,T]) = Hu(G,[[F, | ] Os]]), pela definicdo de T

SES

~ H,(G, @[[FPOS]]), pela Proposigao 1.2.2

ses

~ EB H, (G, [[F,0s]]), pela Proposigao 1.2.3

seS

~ @ H,(G,[[F,(G/G5)]]), pelo homeomorfismo G/G ~ O,

SES

~ P H,(G,ndg_F,), pela definigio de Ind

seS

o~ @ H,(Gs, F,), pelo isomorfismo de Shapiro.

sES

Notemos que X possui uma base formada por subconjuntos G-invariantes simultaneamente
abertos e fechados. Este argumento € uma adaptacdo da demonstracdo de [RZ10, Lem. 5.6.4].
De fato, se U é um subconjunto aberto e fechado de X, tomemos S = () sec 9U. Com
certeza, S € G-invariante, fechado e estd contido em U. Fixemos x € S: paratodo g € G,
temos que gx € S C U, e assim, pela continuidade da a¢do de GG, para todo g € G existem
vizinhangas V;, C G'de g e W, C U de z tais que V;,IW, C U. Como os {Vg} formam uma
cobertura aberta de GG, existe uma subcobertura finita V;,,--- , V. Tome W, = (_, W,.
Por construgio, temos que W, € uma vizinhanca aberta de x contida em S. Como = é um

elemento arbitrario de S, podemos concluir que S € aberto.
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Assim, temos uma decomposicao na homologia para U um subconjunto G-invariante
aberto e fechado de X contendo R:

Ho (G, [[FpX]]) = Ha(G, [[FpU]]) © Ha(G, [[Fp(X = U)]]) -

Em particular, o homomorfismo induzido 1y : H, (G, [[F,U]]) — H,(G, [[F,X]]) € injetivo.
Como R € a interse¢@o de todos os tais subconjuntos U, temos que ng = @ Ny € portanto

também € injetivo. [

Lema 3.2.4 ([SZ19, Lem. 4.6]). Seja G um grupo pro-p agindo sobre um espaco profinito X,
e suponha que os estabilizadores G, = {g € G | gr = x} sejam subgrupos topologicamente
finitamente gerados para todo x € X. Entdo, H,(G, [[F,X]]) é finito se, e somente se, hd

uma quantidade finita de G-orbitas em X sobre as quais G ndo age livremente.

Demonstragdo. Seja T’ o conjunto dos pontos em X cujo estabilizador ndo € trivial:
T={xeX|G,#{l}}.

Temos que 7' é um conjunto G-invariante, uma vez que G, # {1} se, e somente se,
Gge = 9 'Grg # {1}. Assim, a inclusdo 7' — X induz uma inclusdo G\T — G\X.
Dessa forma, assumamos que G'\7T € finito e, portanto, fechado, e temos que 7' também ¢
fechado em X.

Denotemos por M o [[F,G]]-médulo [[F,X]|/[[F,T]]. Pela Proposi¢do 1.2.2, temos um
isomorfismo M ~ [[F,(X/T,*)|] onde * representa a imagem de 7" em X /7. Como G age
livremente sobre X — 7' e consequentemente sobre M, pelo Lema 3.2.3 podemos concluir
que H,(G, M) = {0} paran > 0.

A sequéncia exata curta
0— [[F,T]] = [[F,X]] = M =0

induz uma sequéncia exata longa na homologia que nos permite concluir que H,, (G, [[F,T]) ~
H,(G,[[F,X]]) para todo n > 1, e, em particular, em dimensdo 1. Escolha um conjunto

completo de representantes S de G\T em T, e aplicando o Lema 3.2.3 podemos concluir que

Hy(G,[[F,X]]) = Hy(G, [[F,1) ~ @ Hi(G. F,) = P G./2(G).

ses ses

Por hipétese, S é um conjunto finito e cada G € finitamente gerado, e portanto o mesmo vale
para H (G, [[F,X]]).
Agora, supondo por contradi¢do que H,(G, [[F,X]]) seja finito (de ordem < n para

algum n natural) e que haja uma quantidade infinita de G-6rbitas em X sobre as quais G ndo
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age livremente, tome n tais G-6rbitas O,,, - -- ,O,, e considere R = J;_, O,, sua unido.

Temos:

n > |Hy(G, [[F,X]])]
> |Hy(G, [[F,R]])| , pelo Lema 3.2.3

= EB Hl(wa Fp)
i=1

= Z G/ ®(Ga,)| 2 n
i=1

, novamente pelo Lema 3.2.3

e deste modo hd também apenas um nidmero finito de G-6rbitas em X sobre as quais G ndo

age livremente. 0

O dltimo resultado que necessitamos € uma versao preliminar, mais fraca, de um andlogo

pro-p do Teorema de Baumslag.

Lema 3.2.5 ([SZ19, Teo. 4.7]). Sejam G+, - - - , G, grupos pro-p que satisfazem a propriedade
de Howson, e sejam H; subgrupos fechados de G; topologicamente finitamente gerados
para todo 1 < i < n. Defina G = [[;_,G; e H =[], H;, e tome K um subgrupo
topologicamente finitamente gerado de G. Entdo, K N H ¢é topologicamente finitamente

gerado.

Demonstragdo. Consideremos o grafo profinito padrao I' associado a construg¢do do produto
livre [}, G, um recobrimento do grafo dado pelo Exemplo 1.6.1. Temos que V(I') é
homeomorfo a | J;_, G/G; e que T' = V(T') U (U?Z'G). Como T é uma p-drvore, temos a

seguinte sequéncia exata curta:
EB (GG = F, —0. (3.2)

Analogamente, obtemos uma sequéncia exata curta através do grafo profinito padrao
associado a H:

0— @ L(H/H)]] —TF, =0, (3.3)

Calculando a homologia de K com coeﬁc:lentes nos médulos da sequéncia (3.2) e a
homologia de K N H com coeficientes nos modulos da sequéncia (3.3), e observando que
[[F,G]] (respectivamente, [[F,H]]) € um [[F,K]]-médulo livre pelo Cor. 5.7.2 de [RZ10]
(respectivamente, [[F,(/K N H)|]-mddulo livre), obtemos as seguintes sequéncias exatas
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longas:

0 @m Fy(G/Go) = Hi(K.F,) =
(3.4)
(.G 5 DIEK\G/G] By =0

0— @Hl(K N H,[[F,(H/H,)]])) = Hi(K N H,F,) = [[F,(KnH\H]]"!
= . (3.5)
PIF, (K nH)\H/H]| - F, =0
i=1
A estratégia agora € utilizar a sequéncia (3.5) para mostrarmos que H,(K N H,F,) ~
(KN H)/®(K N H) é finito, e portanto K N H ¢ finitamente gerado, provando a redugéo do
teorema. Para isto, precisamos ainda obter algumas informacdes sobre os grupos em ambas
as sequéncias.
A inclusdo K N H — K nos dé o seguinte diagrama comutativo:

[Fp (KNG ——— EB p(EK\G/Gi)]]
a = corgny corfny =3
([F,(K N H)\H|" —»@ (K N H)\H/H;]]

Vamos mostrar que o nucleo de todas as aplicacdes envolvidas € finito. Temos que «
coincide com o mapa induzido no médulo profinito livre pela composicdo H — G — K\G,
se fatorando através do quociente (K N H)\ H. Assim, « é injetiva. Um argumento similar
também nos permite concluir que [ € injetiva pois é a soma direta das aplicacOes injetivas
[[F,(K N H)\H/H;]| = [[F,(K\G/G;)]]. Além disso, a exatiddo da sequéncia (3.4) nos
garante que o niicleo de 7 € uma imagem homomorfica de H; (K, F,), que ¢ finito por hipétese.
Logo, Ker(7) também ¢ finito. Como Ker(ra) = Ker(fo) = Ker(c), podemos concluir
que este ultimo é também finito.

Paratodo 1 < i < n, todos os estabilizadores da agdo de K sobre (G /G a direita coincidem
com a interse¢do de K com algum conjugado de GG; em (G. Assim, pelo Teorema de Kurosh
(Teorema 1.5.7), como K ¢ finitamente gerado e estes estabilizadores s@o fatores livres deste
mesmo, podemos concluir que estes também sao topologicamente finitamente gerados, e
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nos encontramos nas hipéteses do Lema 3.2.4 para H, (G, [[F,(G/G;)]]). Como H,(K,F))
é finito, pela sequéncia (3.4) o mesmo vale para cada H, (G, [[F,(G/G,)]]). Aplicando o
lema, podemos concluir que K age livremente sobre GG/G; exceto sobre um conjunto finito
de orbitas para cada G;.

Assim, K N H também age livremente sobre GG/G; exceto sobre um conjunto finito de
6rbitas. Como Ker([) € finito, apenas uma quantidade finita de X N H-6rbitas em H/H;
¢ levada em uma K-6rbita de G/G; através da inclusdao H/H; — G/G;. Logo, podemos
concluir também que K N H também age livremente sobre H/H; exceto sobre um conjunto
finito de orbitas.

Como para K, os estabilizadores da a¢do de K N H sobre H/H; coincidem com a

interse¢do de K N H com algum conjugado hH;h ! de H; em H. Uma vez que
KNHNhHA = KNhH;h' = (K NhG:h™Y) NhH;h™!

e cada G; satisfaz a propriedade de Howson, podemos concluir que estes estabilizadores sao
topologicamente finitamente gerados. Novamente aplicando o Lema 3.2.4, podemos concluir
que H,(K N H,|[[F,(H/H;)]]) é finito para todo 1 < i < n.

Pela sequéncia (3.5), como o nucleo de o € finito, podemos concluir que a imagem
de @), Hi(K N H,[[F,(H/H;)|]) em H,(K N H,F,) possui codimensdo finita. Como
provamos que este subespago também ¢é de dimensao finita, deduzimos que H; (K N H,F,)
também ¢ finito, de onde segue que K N H € topologicamente finitamente gerado, como
desejado. 0

Agora, podemos enunciar e provar a versao pro-p do Teorema de Baumslag:

Teorema 3.2.6 ([SZ19, Teo. 1.9]). Se G e G4 sdo dois grupos pro-p que satisfazem
a propriedade de Howson, entdo seu produto pro-p livre Gy [[ Gy também satisfaz a

propriedade de Howson.

Demonstragdo. Tendo em vista a Proposi¢ao 3.2.2, dados H e K subgrupos topologicamente
finitamente gerados de G = G;[] G2, podemos substituir G por um subgrupo aberto
U =[], U; contendo H tal que H = [[_, H; com H; <. U;. Temos que U N K é um
subgrupo topologicamente finitamente gerado de U, de formaque HN (UNK) = HN K.
Assim, podemos aplicar o Lema 3.2.5 nos dando que H N K € um subgrupo topologicamente
finitamente gerado. O



Capitulo 4

Retracao virtual e grupos de Marshall
Hall

Seja X uma classe de grupos profinitos: dizemos que um grupo profinito G possui a
propriedade de retracdo virtual para subgrupos em X se dado qualquer subgrupo fechado
H de G tal que H estd em X, entdo existe um subgrupo aberto U de G contendo H e um
homomorfismo 7: U — H estendendo a identidade em H, isto €, 75 = Idy. Neste caso,
dizemos que / € uma retracdo de U. A existéncia de uma retragdo 7: U — H € equivalente a
existéncia de um subgrupo normal fechado N <.U tal que U ~ N x H, a saber, N = Ker(7).

Seguindo [SZ19], o primeiro objetivo deste capitulo € demonstrar, na Secdo 4.1, que um
grupo de Démushkin infinito G possui a propriedade de retragdo virtual para seus subgrupos
fechados topologicamente finitamente gerados se G ~ Zf, ou d(G) > 3, ena Se¢do 4.2 que
esta propriedade € fechada para produtos pro-p livres finitos.

Dizemos que um grupo pro-p G é um grupo de Marshall Hall se todo subgrupo fechado
H topologicamente finitamente gerado de GG € virtualmente um fator livre, isto &, se existe um
subgrupo aberto U <, GG e um subgrupo fechado ) <. Utalque U = H [ Q. A propriedade
de Marshall Hall é mais forte que a propriedade de retragdo virtual: se U = H [ [ @, entéo
a projecdo de U em H induzida pela identidade em H e pelo homomorfismo trivial em )
€ uma retragdo. Todo grupo finito satisfaz trivialmente a condi¢do de Marshall Hall. O
Teorema 1.5.4 nos mostra que todo grupo pro-p livre topologicamente finitamente gerado
também € um grupo de Marshall Hall, e a Proposicao 4.3.1 mostra que o unico grupo de
Démushkin que também é um grupo de Marshall Hall é o grupo finito Z/27Z.

O ultimo objetivo deste capitulo demonstrar que a classe dos grupos de Marshall Hall
topologicamente finitamente gerados € composta pelos grupos obtidos pelos produtos pro-p

livres de p-grupos finitos e grupos pro-p livres, seguindo também [SZ19].
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4.1 Retracao virtual em grupos de Démushkin

Para G um grupo de Démushkin pro-p, escrevemos d(G) =ne G = F'/L,onde F' é o
grupo pro-p livre em n geradores e L € o subgrupo fechado normal gerado por um elemento r
em Fy (relembremos que a série g-central de F' é definida por F; = F' |[F,_1, F|e F; = F).
Se ¢ é a ordem da tor¢do em G, tomamos x = F,, e R = Z/qZ (notemos que k € 0 corpo
de residuos de R se ¢ # 0).

Primeiramente, observemos que o fato da restri¢cao ser nula em dimensao 2 nos d4 que
para um subgrupo aberto U de G a imagem da restri¢io res; em H'(U, k) € isotrépica
(Defini¢do A.2.1). Se ¢ # 0, denotemos por p: H'(G, R) — H'(G, k) a redugdo médulo p.
Seja x, € H'(G, R) o elemento dado pelo Lema 2.3.3. Temos a seguinte proposi¢ao:

Proposicio 4.1.1 ([SZ19, Cor. 2.13]). Seja N um subespaco isotrépico de H' (G, k) ~
H'(F,k). Se q # 0, suponha que p(x,) € N. Entdo, existe uma base i, -+ ,x, de I e

elementos v, 0 € Z, tais que
r = ][y, wolaf[ws, w4] - (w01, T
e que também satisfaca n(x9;_1) = 0 paratodo 1 < i < tetodon € N.

Demonstracdo. Pela Proposicao A.2.3, existe uma base simplética ay,by,--- ,a;, b, de
HY(G, k) tal que by = p(x,)se q# 0e N C (by,---,b;). Pela Proposi¢do A.1.5, podemos
levantar esses vetores 2 uma base simplética Ay, By, -+ , Ay, By de H' (G, R) com B = x,.
Tomemos em F' uma base dual wy, - - - , w, (notemos que wy; 1 € dual de A; e wy; € dual de

B; paratodo 1 < ¢ < t). Pela Proposicao 2.3.6, a relag@o r se escreve como:
r = wilwy, ws] - [wy_1,w,] (mod Fj).

Pelo Teorema de Classificacdo dos Grupos de Démushkin (Teorema 2.3.9), como n = 2t

¢ par, existe uma base x1, - - - , x,, de F' e elementos 7, 6 em Z, tais que
7 s
r=2x [1'1, ZL’Q]ZL’3[ZE3, I4] T [xn—la xn] .

Além disso, temos que x; = w; (mod F) para todo 1 < i < n, uma vez que o processo de
corre¢ao na demonstragdo do Teorema 2.3.9 se da por sucessivos termos da série g-central.

Assim, temos que
bj(z2i—1) = bj(wai—1) = p(B;)(wai—1) =0

pela escolha de ws; 1, como desejado. O
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Para aplicarmos essa proposicao, precisamos garantir que X, estd na imagem da restri¢do.
Seja agora x: G — Uzl) a acdo de (@ sobre seu invariante ciclotdomico. Como ¢, pelo
Teorema 2.3.13, é a maior poténcia de p tal que Im(x) C 1+ ¢Z,, se ¢ # 0 temos um
homomorfismo 7 de Im(y) em (x, +) dado por 1 + gz — z (mod p).

Um subgrupo aberto U de G também é um grupo de Démushkin com d(U) = (d(G) —

2)[G: U] + 2. Como d(U) também € par, denotaremos seus invariantes por

v . U . U _U
a4, Xe> X 5T

enquanto os invariantes de GG serdo denotados por

G G .G G
45 Xos X 5T -

Notemos que x" = x{7. Entdo, vale o seguinte:

Lema 4.1.2 ([SZ19, Prop. 2.15]). Seja K um subgrupo fechado de indice infinito (i.e.,

ndo-aberto) em G com d(G) > d(K) + 2 e suponha que ¢ = q(G) # 0. Entdo, existe um

subgrupo aberto préprio U de G contendo K tal que p(xY) € Tm(res$).

Demonstragdo. Tomemos g1, g» € G tais que Im(x%) = (x%(g1), X% (g2)). Como d(G) >
d(K) + 2, sabemos que o subgrupo fechado () gerado por K, g; e g, € proprio, e portanto estd
contido em algum subgrupo aberto préprio U. Como gy, g» € U, vale que Im(xY) = Im(x%).
Disto, podemos concluir que ¢¢ = ¢V e 7¢ = 7U.

Tendo em vista a férmula do invariante ciclotdmico x“ dada pelo Teorema 2.3.13,

deduzimos que 7% o Y = x¢ (e 0 mesmo para U). De fato, temos:
TG(1+q) =1,seq #2;
(142 ) =—r%1+2/)=0 (mod 2);
T3 +48) =91 +2(1+28)) =1.
€ portanto:

U G G

p(xy) =7"ox" =790 x{ =resf (79 0 x) = resfi(x7) . O

Notemos que parap # 2, ahipétese do Lema4.1.2 pode ser relaxada para d(G) > d(K)+1,
uma vez que o subgrupo p-Sylow de Z,; € sempre prociclico (e portanto Im(x“) também é
prociclica). Entretanto, isso ndo tem consequéncia sobre como aplicaremos o resultado, uma
vez que no contexto do Teorema 4.1.4 poderemos tomar G com d(G) arbitrariamente grande

enquanto mantemos K fixo.
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Lema 4.1.3 ([SZ19, Lem. 2.8]). Um subgrupo finitamente gerado K de um grupo profinito GG
¢é uma retragdo de G se, e somente se, existe um homomorfismo \: G — K /®(K) estendendo
o quociente de Frattini ¢o: K — K/®(K), tal que existe i: G — K fazendo o seguinte
diagrama comutar:

. G
K K/®(K)
¥

Demonstragdo. Se 7: G — K é uma retragco, entdo podemos tomar A = ¢ o 7 e obtemos
uma solu¢do do diagrama com ;. = 7. Seja entdo uma solugdo ;4 do diagrama acima, e faga
N = Ker(p). Como p estende ¢, temos que pu( K)®(K) = K e portanto p restrita & K €
sobrejetiva. Isto nos dd que KN = G. Como K ¢ finitamente gerado, /' é Hopfiano, e
portanto /i x : K — K é um isomorfismo. Isso garante que K N N = {1}, terminando a
demonstracao. [

Teorema 4.1.4 ([SZ19, Teo. 1.1]). Seja G um grupo de Démushkin pro-p com niimero
minimo de geradores d(G) = n > 3, e seja K um subgrupo fechado finitamente gerado de G.

Entao, existe um subgrupo aberto U de G, contendo K, tal que K é uma retragcdo de U.

Demonstracdo. Se n € impar, entdo temos que ¢ = p = 2 pela Proposi¢do 2.3.4. Assim, se
K for aberto, tomamos U = K, e se K possui indice infinito, entao este estd contido em

algum subgrupo maximal G’ de GG, de forma que
dG")=[G: G')d(G)—2)+2=2n—-2

¢ par. Substituindo G por G’, podemos assumir que n é par sem perda de generalidade.
Como K/®(K) é finito, existe um subgrupo aberto de G contendo K e estendendo o
homomorfismo de Frattini. Novamente substituindo GG por esse subgrupo aberto, podemos
supor que existe #: G — K/®(K) estendendo a aplicagdo natural p: K — K/®(K). Com
uma tltima substitui¢do de G por um subgrupo aberto, podemos garantir que d(G) > d(K)+1.
Pelo Lema 4.1.2, existe um subgrupo aberto proprio U de (G, contendo K, tal que
p(xY) € Im(resf) se g # 0. Definimos A = §;: U — K/®(K) e

N = infl gy H'(K/®(K), k) = H'(U, k).

Tomando N como Im(A\*) se ¢ = 0 ou como (Im(\*), p(xY)) se g # 0, temos \*(n) =

no X\ =res(n o) e portanto N é um subespago isotrépico de H'(U, k) uma vez que estd

contido na imagem da restrigao res{.
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Assim, podemos aplicar a Proposi¢ao 4.1.1 para U, nos fornecendo uma apresentacao
U~ <.ZC17 o, Ty | x’l‘f[xth]xg[x?n 1'4} e [In—l?xn] = 1>
tal que paratodon € H'(K/®(K), k) e todo i com 1 < ¢ < ¢, temos:

n(A(z2i-1)) = (A'n)(22i-1) = 0.

Como A(z9;—1) € aniquilado por todos os funcionais de K/®(K’) como espago vetorial
sobre k, concluimos que A\(xy;_1) = 0 paratodo 1 < i < ¢. Assim, a fungdo pu: U — K
que associa Ty; 1 a 1 € zy; a alguma escolha de elemento em ¢! (\(z5;)) para todo 7 é um
homomorfismo bem definido de U em K, pois satisfaz trivialmente a relacdo acima. Pela

construgdo de 4, temos que wo i = A, e portanto K € uma retragdo de GG pelo Lema4.1.3. [

Uma versao para grupos de Démushkin ndo soliveis dos cldssicos teoremas de Greenberg
para grupos Fuchsianos ([Gre60]) segue como consequéncia natural da propriedade de

retracao virtual:

Proposicao 4.1.5. Sejam G um grupo de Démushkin com d(G) > 3 e H um subgrupo
fechado finitamente gerado de GG. Se H contém um subgrupo fechado ndo-trivial N tal que

N é normal em G, entdo H é aberto em G.

Demonstragdo. Pela propriedade de retragdo virtual (Teorema 4.1.4), existe um subgrupo
aberto U <, GG e um subgrupo fechado K <. U tais que U ~ K x H. Se K nio for trivial,
entdo tome elementos nao-triviais k € K en € N. Uma vez que

(B, )(1,n)(k" 1) = (knk™'n"',n) € {1} x N,

podemos concluir que n e £ comutam. Assim, o subgrupo de U gerado por n e k € isomorfo
a Zf, uma vez que K N H = {1}. Como todo subgrupo fechado nado-trivial de G deve ser
novamente Démushkin com nimero de geradores maior que ou igual a 3 ou pro-p livre, tal &

ndo pode existir e portanto KX = {1}, demonstrando que H = U ¢ aberto em G. U

Corolario 4.1.6. Todo subgrupo normal fechado N <. G ndo-trivial e finitamente gerado de
um grupo de Démushkin G com d(G) > 3 é aberto em G. O

Corolario 4.1.7. O centro de todo grupo de Démushkin ndo soliivel é trivial.

Demonstragdo. Como G ndo é soldvel, temos que Z(G) possui indice infinito e portanto
é ciclico ou trivial. Como Z((G) é normal em G e finitamente gerado, Z(G) € trivial pelo
Corolério 4.1.6. U
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Corolério 4.1.8. Sejam G um grupo de Démushkin com d(G) > 3 e H um subgrupo fechado
finitamente gerado de G. Se H intersecta todos os subgrupos fechados finitamente gerados

ndo-ciclicos de G, entdo H é aberto em G.

Demonstragdo. Novamente, a propriedade de retracao virtual do Teorema 4.1.4 garante que
existem subgrupos U <, G e K <. U tais que U ~ K x H. Pelo Corolario 4.1.6, temos que
K ou é trivial ou € infinitamente gerado. Como K ndo € ciclico e K N H = {1}, temos que

K deve ser trivial e portanto H = U € aberto em G. U

Para completarmos a classificagdo, vamos estudar os casos onde temos d(G) = 2.

Proposicao 4.1.9. Seja G um grupo pro-p abeliano topologicamente finitamente gerado.
Entao G possui a propriedade de retracdo virtual para seus subgrupos fechados (que sdo

todos finitamente gerados).

Demonstracdo. Uma vez que G é abeliano e topologicamente finitamente gerado, sabemos que
seu subgrupo de tor¢do tor(() é finito e portanto fechado. Assim, temos uma decomposi¢io
da forma G =~ Zp x tor(G). Além disso, € evidente para todo subgrupo H de G que
tor(H) = tor(G) N H. Assim, basta mostrarmos que para todo H existe um subgrupo aberto
de GG que retrai para seu fator livre-de-tor¢ao.

Podemos supor entdo, sem perda de generalidade, que G € livre-de-tor¢do. Dado H
um subgrupo fechado de G, tomemos U um subgrupo aberto de G para o qual existe
um homomorfismo \: U — H/®(H) estendendo o homomorfismo de Frattini p: H —
H/®(H). Como U é finitamente gerado e livre-de-tor¢éo, U € projetivo na categoria dos

grupos pro-p abelianos. Assim, temos o diagrama comutativo
- U
H ‘_c,z; H/®(H)

Isto significa, pelo Lema 4.1.3 que H € uma retracdo de U, como desejado. [

Exemplo 4.1.10. A hipétese de G ser pro-p na Proposicio 4.1.9 nao pode ser muito relaxada,
como mostra o exemplo G = ZeH= Hp pZy. O subgrupo H ¢é fechado em G e prociclico.
Se existisse um subgrupo aberto U de GG que retraisse para H, teriamos U ~ U/H x H, porém
U/H é um subgrupo aberto de G/H ~ Hp Z,/pZ e portanto contém um subgrupo isomorfo
a Z/pZ para algum primo p. Como G € livre-de-tor¢do, obtemos uma contradicao. |

Proposicao 4.1.11. Se G é um grupo de Démushkin pro-p, 2-gerado e ndo-comutativo com
p # 2, entdo G ndo possui a propriedade de retracdo virtual para seus subgrupos fechados

topologicamente finitamente gerados.
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Demonstragdo. Os grupos de Démushkin 2-gerados e ndo comutativos sao os grupos dados
pelo Exemplo 2.1.8 (¢f. Teorema 2.3.9). Existe um inteiro p-adico invertivel « tal que uma
apresentacdo de G é

G~ (z,y | yoy ' =a't9)

Em particular, o subgrupo fechado H gerado topologicamente por x em GG € normal. Suponha,
por contradi¢do, que exista um subgrupo aberto U de G que retraia para H. Neste caso,
existiria um subgrupo normal fechado N de U tal que U ~ N x H. Como H é normal em
GG, H também seria normal em U, e portanto esta decomposi¢do em produto semidireto se
tornaria uma decomposi¢do em produto direto: U ~ N x H. O isomorfismo U/N ~ H ~ Z,
mostra que [U: N| = oo, isto é, N ~ Z,, € portanto U ~ Zg. Como U seria a0 mesmo

tempo um grupo abeliano livre-de-tor¢do e um grupo dado por uma apresentacdo da forma
U={a,b|a®Pa,b]=1)

para algum 3 € Z, poderfamos concluir que ¢(U) = 0. Isto seria uma contradi¢do uma vez
que ¢(U) > ¢(G) > 0, com a primeira desigualdade sendo consequéncia de que xu = (x¢) v
seria um subgrupo aberto de Im(x¢s) = 1 + ¢Z, (utilizamos aqui que p # 2). Logo, ndo

existe subgrupo aberto em G que retraia para H. [l

Corolario 4.1.12. Para p impar, um grupo de Démushkin pro-p infinito G satisfaz a
propriedade de retracdo virtual para seus subgrupos fechados topologicamente finitamente
gerados se, e somente se, d(G) > 2 ou G ~ Zz2>' O

4.2 Retracao virtual em produtos pro-p livres

Utilizando o Lema 3.2.1, provaremos que a propriedade de retracdo virutal para subgrupos

fechados topologicamente finitamente gerados € preservada por produtos pro-p livres finitos:

Teorema 4.2.1 ([SZ19, Teo. 4.2]). Sejam G1,--- ,G, grupos pro-p que satisfazem a
propriedade de retragcdo virtual para subgrupos fechados topologicamente finitamente
gerados. Entdo G = [[;_, G; também satisfaz a propriedade de retragdo virtual para

subgrupos fechados topologicamente finitamente gerados.

Demonstragdo. Seja H um subgrupo fechado de GG topologicamente finitamente gerado, e
V' o subgrupo aberto de G dado pelo Lema 3.2.1. Relembremos a notagdo: a decomposicao
de Kurosh de H ¢ dada por

H ~ [ﬁ H uGu t N H

i=1 ueD;

1%
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onde D; é um conjunto de representantes distintos das classes laterais duplas H\G/G;. Além
disso, para cada subgrupo aberto U de V' existe um conjunto DY de representantes distintos
das classes duplas U\G/G; contendo D; tal que a decomposi¢édo de Kurosh de U é dada por

n

U ~ H H UZJGZU;]IQU HFU

=1 u; ;€D

Também vale que Fy ~ @Uq v Fy; induzida pelas inclusdes H — U.
Como G, satisfaz a propr_iedade de retracdo virtual, paracada 1l < i < new € D,

existe um subgrupo aberto U; , de V' tal que uGu~t N H é uma retragdo de uG u~! N Ui u-

v=() v

i=1ueD;

Tomando

obtemos um subgrupo aberto de V" tal que todo u; ; G,u; jl NU retrai sobre sobre u; ; qu; ]-1 NH,
e basta acharmos N <, U tal que Fy retraia sobre Fly.

O conjunto dos subgrupos abertos normais de U € cofinal no limite inverso Fy =~
@Uﬁov Fy, e portanto temos que Fy ~ @WﬁoU Fy. Agora, prosseguimos como na
Proposi¢do 3.2.2 e denotando 7y : Fy — Fy 0 homomorfismo do limite inverso tomamos
M <, U tal que d(mp(Fy)) = d(Fg). Pela propriedade Hopfiana (Proposigdo 1.1.4) o
homomorfismo 7, € injetivo.

Aplicando a versao pro-p do Teorema de Marshall Hall (Teorema 1.5.4) ao grupo pro-p
livre F), existe um subgrupo aberto R de F), tal que 7wy (Fy) é um fator livre de R. Se N
¢ a imagem inversa em ) de R através da projecdo candnica M — F}y, temos o seguinte

diagrama comutativo:

H < N < M

FN’/
7N\

Fu <

R—— Fy

Como 7y (Fy) é uma retragdo de Fy (induzida pela retracdo de R sobre Fy), temos
uma retracdo nos quocientes de Frattini Fiy/®(Fy) — wn(Fy)/®(én(Fy)). Assim,
O(nn(Fy)) = ®(Fy) Nwy(Fy) e pelo Lema 1.5.3 podemos concluir que 7y (Fy) é um
fator livre de Fy. Uma vez que 7y coincide com a composi¢ao de homomorfismos injetivos
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Fy — H — N — Fy, temos que Fy € um fator livre de Fy pelo Lema 1.5.5. Em particular,

Fyy € uma retracao de Fly. OJ

Corolario 4.2.2. Sejam G+, - - - , G, grupos pro-p topologicamente finitamente gerados tais

que cada G; satisfaz uma das condicoes abaixo:
(a) G; é um grupo pro-p livre.

(b) G, é abeliano.

(c) G; éum grupo de Démushkin com d(G) > 2.

Entio, G = |[}_, G; satisfaz a propriedade de retragdo virtual para seus subgrupos fechados

topologicamente finitamente gerados.

Demonstragdo. Isto € uma combinagdo do Teorema 1.5.4, da Proposi¢do 4.1.9, do Corola-
rio 4.1.12 e do Teorema 4.2.1. ]

4.3 Grupos de Marshall Hall

Primeiramente, chamamos a aten¢do para algumas propriedades dos grupos de M. Hall.
Se H é um subgrupo topologicamente finitamente gerado de um grupo de Marshall Hall
G, entdo H também € um grupo de Marshall Hall. De fato, dado um subgrupo fechado
topologicamente finitamente gerado K de H, podemos encontrar um subgrupo aberto U <, ¢
tal que K seja fator livre de U. Entdo, o Teorema de Kurosh para subgrupos topologicamente
finitamente gerados (Teorema 1.5.7) aplicado ao subgrupo ' N U de U nos fornece que
K =KnNHNU éum fator livrede H N U.

Todo grupo G de Marshall Hall satisfaz a propriedade de retragdo virtual para seus
subgrupos fechados topologicamente finitamente gerados, pois, dado um tal subgrupo H, a
projecao U — H € uma retrag@o de U sobre este subgrupo.

Diretamente das propriedades de hereditariedade dos grupos de Démushkin infinitos,

podemos concluir o seguinte resultado, o qual deve ser comparado com o Coroldrio 5.5.8.

Proposicao 4.3.1. Seja G um grupo de Démushkin. Se G for infinito, entdo G ndo é um
grupo de Marshall Hall.

Demonstragdo. Se G € infinito, entdo GG possui um subgrupo fechado, préprio, ndo-aberto e
nao-trivial H. Pelo Exemplo 1.3.11, H € pro-p livre. Se G fosse um grupo de Marshall-Hall,
entdo existiria um subgrupo aberto U de G tal que U ~ H || K para algum subgrupo fechado
K <. U. Como K estaria contido no nucleo da projecao U — H, sabemos que K ndo seria
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aberto em U e portanto também seria um grupo pro-p livre. Pela Proposicao 1.3.9, U seria
um grupo de Démushkin, porém o produto livre de dois grupos pro-p livres € novamente
um grupo pro-p livre, gerando uma contradicdo. Logo, ndo existe subgrupo aberto de ¢
contendo H como um fator livre. ]

Nosso objetivo nesta secdo € seguir os argumentos apresentados na Sec. 4.2 de [SZ19]
para caracterizar a classe dos grupos de Marshall Hall topologicamente finitamente gerados.
Primeiramente, vamos deduzir que esta classe € de fato fechada para produtos livres pro-p:

Teorema 4.3.2 ([SZ19, Teo. 4.2]). Sejam G, - - - , G,, grupos de Marshall Hall pro-p. Entdo
G =11, G; também é um grupo de Marshall Hall.

Demonstragcdo. A demonstracdo € virtualmente igual a feita para o Teorema 4.2.1. A dnica
diferenca estd no seguinte passo: dado um subgrupo fechado H de G topologicamente
finitamente gerado, o Lema 3.2.1 nos fornece um subgrupo aberto V' de G tal que para todo

aberto U de V' sua decomposicao de Kurosh € dada por

n

U~ H H UZ‘J’GZ'UZ-_JIQU ]_[F’U7

=1 u; ;€D

onde DY € conjunto de representantes distintos das classes duplas U\G/G; estendendo um
conjunto D; de representantes distintos de H\G/G; tais que uG;u~' N H # {1} para todo
u € D;.

Como G; € um grupo de Marshall Hall, paracada 1 <7 < newu € D; existe um subgrupo
aberto U, ,, de V tal que uG;u~' N H é um fator livre de uG;u~" N U; . Tomando

n
U=(){) Viu:
i=1ueD;
o Teorema de Kurosh para subgrupos abertos (Teorema 1.5.6) aplicado a uGu™t N U
dentro de uG;u~! N U, ,, nos fornece que uG;u~ N H também é um fator livre do primeiro.
Assim, obtemos um subgrupo aberto U de V' para o qual u; ; Giuifjl N H € um fator livre de
u; G, jl NU paratodo 1 <i < new;; € DY. A demonstragdo agora prossegue como no

Teorema 4.2.1 sem mais alteragdes. 0

Para mostrarmos agora que todo grupo de Marshall Hall topologicamente finitamente
gerado se decompde como produto pro-p livre de p-grupos finitos e grupos pro-p livres, basta
mostrarmos que um grupo de Marshall Hall infinito, topologicamente finitamente gerado

e livremente indecomponivel, isto €, que ndo se decompde em um produto pro-p livre de
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subgrupos ndo triviais, € isomorfo a Z,,. Para isto, primeiro precisamos controlar a possivel

tor¢ao presente em tais grupos, o que faremos por meio do seguinte lema:

Lema 4.3.3 ((WZ17, Lem. 4.9 e Prop. 4.10]). Todo grupo de Marshall Hall G possui um
subgrupo finito maximal. Se G é topologicamente finitamente gerado, infinito e livremente
indecomponivel e () é um subgrupo finito maximal ndo-trivial de G, entdo existe um subgrupo
fechado, infinito e livremente indecomponivel K <. G e um subgrupo aberto R <, K com

indice |[K : R] = p tal que Q) é um fator pro-p livre de R.

Demonstragdo. Primeiramente, mostraremos a existéncia de um subgrupo finito maximal.
Se H € um subgrupo finito ndo-trivial de G, pela propriedade de Marshall Hall existe um
subgrupo aberto U <, G tal que U = H | [ L para algum subgrupo fechado L <. U. Se M ¢
um subgrupo finito de U contendo /1, entdo o Teorema de Kurosh para subgrupos finitamente
gerados (Teorema 1.5.7) garante que H € um fator livre de M. Logo, como produtos livres
pro-p nao-triviais sao infinitos pela Proposi¢do 1.5.1, devemos ter M = H, isto é, H € um
subgrupo finito maximal de U'.

Vamos agora mostrar que existe uma cota superior na ordem dos subgrupos finitos de G
contendo H, implicando na existéncia de um subgrupo finito maximal de GG contendo H. De
fato, se M é um subgrupo finito de G contendo H, entdo M N U é um subgrupo finito de U
contendo H. Logo, M NU = H. Assim, temos

[R: H| =[RU: U] <[G: U]

€ portanto
|R| = |H|[R: H] <[HI|G: U],

como desejado.

Suponhamos agora que G' seja um grupo de Marshall Hall topologicamente finitamente
gerado, infinito e livremente indecomponivel e que este possua um subgrupo finito maximal
ndo-trivial (). Pela propriedade de Marshall Hall, () € virtualmente um fator livre e entdo
podemos escolher um subgrupo aberto V' de GG contendo () como fator livre tal que [G: V]
seja o menor possivel. Como G é livremente indecomponivel e infinito, temos que V # G, e
portanto existe um subgrupo aberto U entre V' e G tal que [U: V] = p.

Se U ¢é dado por [ [, U; onde cada U; é livremente indecomponivel e topologicamente
finitamente gerado, novamente o Teorema de Kurosh garante que () é conjugado de algum
subgrupo de um dos U;. Assim, reordenando e trocando alguma das entradas por um
conjugado (permitido pelo Lema 1.5.5), podemos supor que ) <. U; e tomar K = U;. Note
que a inclusdo ) < K € estrita, uma vez que () ndo é um fator livre de U (pois V' é maximal

para esta propriedade).
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Como () # K e () é um subgrupo finito maximal de (G, sabemos que K € infinito. Entao,

por fim, tomemos R = K NV.

n

U:EUZ-
e
P

R=K

Uy

Q

Notemos primeiramente que R # K, pois se K estivesse contido em V/, aplicando
novamente o Teorema de Kurosh a K (pois K € topologicamente finitamente gerado),
terfamos que () € um fator livre de K’; uma contradi¢do, uma vez que K € infinito e livremente

indecomponivel. Assim, temos que
I1<[K:R|=[KV:V]|<[U:V]=p.

Para concluirmos a demonstra¢do, o Teorema de Kurosh aplicado ao subgrupo R de V'

garante que () € um fator livre de R. [

Proposicao 4.3.4 ([SZ19, Prop. 4.12]). Se G é um grupo de Marshall Hall topologicamente

finitamente gerado, infinito e livremente indecomponivel, entdo G é livre-de-torcao.

Demonstragdo. Assumindo por contradi¢do que GG possua tor¢do e passando a um subgrupo
fechado também topologicamente finitamente gerado, infinito e livremente indecomponivel,
o Lema 4.3.3 nos fornece um subgrupo finito maximal () e um subgrupo aberto R de G com
[G: R] = ptal que R = Q][ L para algum subgrupo fechado L <. R.

O Teorema 1.6.2 garante que existe um grafo de grupos pro-p finito e conexo (G, ') tal
que G ~1I,(G,T"), RNG(e) = {1} para toda aresta e € E(I'),e Q = RN G(v) para algum
vértice v € V(I'). Assim, tomemos um tal grafo de grupos com grafo subjacente I" minimal.

Como

[G(v): QI = [G(v)R: R < [G: R] =p,

o grupo G(v) deve ser finito e portanto igual a (). Além disso, para toda aresta e € E(I)
incidente em v temos que G(e) < G(v) = @ <. R e portanto G(e) = {1} uma vez que
RNgG(e) = {1}.
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Relembramos que uma aresta em um grafo finito I' € uma ponte se a sua remog¢ao
aumenta o nimero de componentes conexas de I'. Se e fosse uma ponte, entdao teriamos
que I' =T Uy U {e} onde I'; e I'y sdo subgrafos conexos disjuntos. Denotemos por G; a
restricio de G a I';. Como I11(G,T") = 11, (G4, I'y) [ [ I11 (G2, I'2), pela indecomponibilidade
de GG, o grupo fundamental da componente que nao contém v deve ser trivial. Assim, terfamos
G ~ m1(G;, T';) para algum 7, contradizendo a minimalidade de I', e portanto e nao pode ser

uma ponte.

1
(Gi,T1) - (G, T2)
Hl(ghrl) 0—(12—0 Hl(g2ar2>

Figura 4.1 Se e é uma ponte, entdo os grupos fundamentais de ambos os grafos de grupos sdo
isomorfos.

Como e ndo € uma ponte, entdo existe uma arvore de extensdo em I' que ndo contém a
aresta e. Pela construgdo de I1; (G, T") e o fato que G(e) = {1}, podemos concluir que Z, é
um fator livre de GG, também contradizendo sua indecomponibilidade. Logo, G ndo possui

subgrupos de tor¢ao ndo-triviais, como queriamos demonstrar. [

Agora podemos, por fim, classificar os grupos de Marshall Hall pro-p topologicamente

finitamente gerados:

Teorema 4.3.5 ([SZ19, Teo. 1.6]). Seja G um grupo de Marshall Hall pro-p topologicamente

finitamente gerado. Entdo, temos que
G¢~1[G
i=1

onde cada G; é um p-grupo finito ou um grupo pro-p livre.
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Demonstragdo. Escreva G ~ [[;_, G; onde cada G; € um grupo pro-p ndo-trivial topologi-
camente finitamente gerado e livremente indecomponivel. Basta mostrarmos que se algum
G; for infinito, entdo temos G; ~ Z,,.

Se G, for infinito, entdo a Proposi¢ao 4.3.4 nos garante que G; € livre-de-torcdo. Escolha
K um subgrupo de G; isomorfo a Z, e seja U um subgrupo aberto de G; contendo K
como um fator livre. Uma vez que G; € livremente indecomponivel, pela versdo pro-p do
Teorema de Decomposicao de Stallings (Coroldrio 1.6.3), devemos ter U = K. Como G, é
virtualmente 7Z,, podemos concluir que G; =~ Z,, por exemplo, pelo teorema principal de
[Ser65] (cf. [Ser97, Prop. 1.14°]). ]



Capitulo 5
Desigualdade de Hanna Neumann

Como observamos no inicio do Capitulo 3, a Conjectura Forte de Hanna Neumann para
um grupo pro-p G e subgrupos fechados topologicamente finitamente gerados H, K <. G é
a cota:

> (dHNzKz") —1) <d(H)d(K),
ceH\G/K
onde d(G) = max{d(G) — 1,0}. Neste capitulo, demonstraremos a validade desta cota no
caso em que GG € um grupo de Démushkin nao solivel, seguindo [JZS19]. Combinando as
técnicas deste artigo com alguns resultados de [AJZ20], também demonstraremos que toda
retragdo H de um grupo de Démushkin G é inerte em G, isto é, vale d(H N K) < d(K) para
todo subgrupo fechado K <, G.

A Secdo 5.1 fornece um esbogo da estratégia da demonstracdo, uma vez que esta
essencialmente toma todo o capitulo. Além disto, em tal secdo € estabelecida a finitude do
lado esquerdo da desigualdade, bem como é demonstrada a falha desta quando GG é um grupo
de Démushkin com d(G) = 2.

Na Secdo 5.2, definimos os gradientes homolégicos dos G-mdédulos profinitos p-
aniquilados e estabelecemos algumas de suas propriedades e suas conexdes com a desigualdade
de Hanna Neumann. A Secdo 5.3 € dedicada a demonstrar a Conjectura de Atiyah para a
dlgebra de grupo [[F,G]] onde G € um grupo de Démushkin, implicando na integralidade dos
gradientes homoldgicos e na validade da conjectura de Kaplasnky sobre os divisores de zero
da dlgebra [[F,G]|.

Terminamos a demonstracdo da desigualdade na Secdo 5.4, onde € demonstrado que
o gradiente de relagio 3¢ (—) satisfaz uma submultiplicatividade para alguns médulos
induzidos. Por fim, o capitulo se encerra na Se¢do 5.5, onde € demonstrada a inércia das

retracdes de GG. A principal referéncia ao longo de todo o capitulo é [JZS19].
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5.1 Desigualdade de Hanna Neumann e o invariante d

A desigualdade de Hanna Neumann para grupos de Démushkin pode ser enunciada como:

Teorema 5.1.1 (JZS19, Teo. 1.1]). Seja G um grupo de Démushkin com d(G) > 2, e sejam
H e K dois subgrupos fechados e topologicamente finitamente gerados de G. Escolha um

conjunto completo de representantes X das classes laterais duplas H\G /K em G e defina
S=SG HK)={re X |HNnzKx ' #{1}}.
Entdo, o conjunto S é finito e temos que

S (d(H nekKa™) = 1) < (d(H) = 1) (d(K) - 1) ,

zeSsS

onde o lado esquerdo ndo depende da escolha de representantes X.

Esbogo da prova. Primeiramente, notemos que se = € y representam a mesma classe dupla
em H\G/K, entdo H NzKz~' e HNyKy! sdo conjugados em G. Logo, a soma ndo
depende da escolha de representantes X . A ideia para a finitude de .S é dar uma interpretagao

homoldgica desta desigualdade. Para o lado esquerdo, temos

dimg, H,(G, [[F,(H\G)]] &, [F)(G/K)) = Y dHNzKz™).
e H\G/K

Essa igualdade € obtida ao notarmos que hd um isomorfismo de H-mddulos

[E(G/EM =~ || [IF,(H/HNzKa")].

z€H\G/K

Utilizando a propriedade de Howson (Teorema 3.1.1) e reduzindo ao caso pro-p livre, é
provado que o lado direito dessa soma € finito, ou seja, o conjunto .S € finito.

Agora, para provar a desigualdade de Hanna Neumann, para cada G-médulo finitamente
apresentado M ¢ introduzido um nimero chamado gradiente de relagdo 3%(M). Esse
gradiente € monotdnico tanto com respeito aos modulos quanto com respeito aos subgrupos

de G, e para o caso H e K de indice infinito em G temos
BEF,H\G) =d(H) =1, BY([F,(G/K)]]) = d(K) -1,

BY(IF,(H\G)]] @, [F,(G/K)) = (d(H NaKa™") 1)

z€S
Desta forma, a desigualdade de Hanna Neumann pode ser obtida como consequéncia da

submultiplicatividade do gradiente de relacdo com respeito a produtos tensoriais.
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Esta submultiplicatividade € derivada da subaditividade (com respeito a sequéncias exatas
curtas de G-mddulos) e o fato de que os G-mddulos envolvidos podem ser encaixados em
uma sequéncia exata curta envolvendo um G-médulo para qual o gradiente de relacdo se anula.

Este anulamento € devido aos mddulos sobre G satisfazerem a conjectura de Atiyah. [
Notemos que a condi¢io d(G) > 2 é necessdria.

Proposicao 5.1.2. Se G é um grupo de Démushkin com d(G) = 2, entdo existe um par de
subgrupo fechados topologicamente finitamente gerados H e K de G tais que S é infinito.

Além disso, também existe um par de subgrupos abertos U e W de G tais que S ¢ finito porém

> (AU nzWa™) = 1) > (d(U) — 1) (d(W) — 1) .

zE€S

Demonstracdo. Para a primeira parte, seja ¢ a composicao dos homomorfismos continuos
G—G®~7,/q7, X Ty — Ty

etome H = K = Ker(y). Como d(G) =2e [G: H] = oo, H é um subgrupo pro-p livre
soluvel e, portanto, prociclico. Em particular, / € topologicamente finitamente gerado.
Como H énormale H\G/K = H\G/H ~ G/H ~ Z,, podemos concluir que S ¢ infinito.

Agora, sejam U = W = ®((G). Pelo mesmo raciocinio, temos S = G /®(G) e portanto
|S| = p?. Além disso, note que

d(U) =d(W) =d(U ﬂxWx’l) =2, VeeU\G/W.
Portanto, temos que:

(dU) = 1) (dW) =) =1<p’=> (dUnzWa™") 1) . O
zes
Além disso, no caso em que um dos subgrupos H ou K € aberto em G a desigualdade

de Hanna Neumann pode ser obtida através das férmulas do posto das Proposi¢des 1.3.3
e 2.1.10.

Proposicao 5.1.3. Sejam G um grupo de Démushkin com d(G) > 2 e H e K subgrupos
fechados topologicamente finitamente gerados de G. Se H ou K for aberto em G, entdo
H\G/K é finito e, para qualquer escolha de conjunto completo de representantes X das

classes laterais duplas H\G /K em G, temos que

> (dHNzKz™) —1) < (d(H) — 1) (d(K) — 1) .

zeX
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Demonstragdo. Fixe X um conjunto completo de representantes X das classes laterais duplas
H\G/K em G. Como os subgrupos gHg ' N K e H N gKg~' sdo conjugados para todo
g € G, podemos assumir que K € o subgrupo aberto em (. Assim, para todo x € X o
subgrupo H Nz Kz~ é aberto em H e a desigualdade do posto (Coroldrio 1.3.4) garante que

dHNzKxz ') —1<[H: HNzKx'|(d(H) - 1).
Portanto, somando sobre X, obtemos:

> (dHMNzKz™) —1) <> [H: HNnaKa "|(d(H) — 1)

_ (G K)(d(H) 1)
(d(K) —2) .
=0 —2) (d(H) — 1), pela Proposi¢do 2.1.10
< (d(K) = 2)(d(H) = 1)
< (d(H) —1)(d(K) —1). O

Vamos provar agora que, para um grupo de Démushkin G com d(G) > 2 e subgrupos
fechados topologicamente finitamente gerados H e K de G, o conjunto

S=S(G,HK)={re X|HnzKxz™ ' # {1}}

¢ finito. Como grupos de Démushkin satisfazem a propriedade de Howson pelo Teorema 3.1.1,
cada tal intersecao € topologicamente finitamente gerada. Se H e K forem subgrupos fechados
de um grupo pro-p livre topologicamente finitamente gerado F', entdo S(F, H, K) é finito
pela Proposicdo B.1.6 e pelo Corolério B.1.5. O mesmo se aplica se [ for um grupo pro-p
livre topologicamente gerado por um conjunto enumeravel de geradores, uma vez que estes
podem ser identificados com subgrupos fechados de grupos pro-p livres topologicamente

finitamente gerados pela Prop. 8.6.3 de [RZ10]. Agora, precisaremos de um lema:

Lema 5.1.4 ([JZS19, Lem. 3.1 e Prop. 3.3]). Sejam G um grupo de Démushkin com
d(G) > 2 e T um subconjunto infinito de G.

(a) Se A é um subgrupo fechado de G com d(A) + 1 < d(G), entdo existe um subgrupo
fechado B <. G com [G: B] = o tal que B contém A e infinitos elementos de T.

(b) Se H e K sdo subgrupos de G topologicamente finitamente gerados e de indice infinito,

entdo existe um subgrupo normal aberto N <, G tal que

dHNN)+d(KNN)+1<d(N).
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Demonstragdo. (a) Construiremos indutivamente uma sequéncia de subgrupos abertos
G, <, G e uma sequéncia de subgrupos fechados A, <. G tais que A, <. G, e
d(A,) +1 < d(Gr), T, = T N G, ¢é infinito, A,, contém pelo menos n elementos de
T e a sequéncia (G,,),en € estritamente decrescente, e a sequéncia (A, ),en € crescente, com
respeito as inclusodes.

Tome Gy = G e Ay = A e suponha que os subgrupos A, e GG, estejam definidos. Para

construir G, 1, considere o conjunto
Cn: {U <o Gn ‘ An SCUG[GH: U] :p}

dos subgrupos de indice p em G, que contém A,. Como G, é aberto em G, este é
topologicamente finitamente gerado e, portanto, o conjunto C,, € finito (Prop. 2.5.1 de
[RZ10]). Além disso, para todo g € G,,, temos que

d({An U{g})) < d(An) +1 < d(Gn)

e portanto o subgrupo (A, U {g}) de G,, é préprio e estd contido em algum elemento de C,,,
ou seja, os elementos de C',, formam uma cobertura de ,,. Logo, escolhemos G, € C), tal
que T},11 = G NT seja infinito.

Uma vez que A,, C G, .1, sabemos que R, = A, NT = A, NT,,. e, por hipdtese, este
conjunto possui ao menos n elementos. Assim, se R, for finito, escolha qualquer elemento
t € Ty — Ry edefina A, = (A, U{t}). Como A, contém R, e t, podemos concluir
que | A,s1 NT |> n+ 1 como desejado. Caso R, seja infinito, basta tomarmos A, ;1 = A,,.
De ambas as formas, temos que:

d(Gpt1) = p (d(Gy) — 2) + 2, pela Proposicdo 2.1.10
> 2d(G,) — 2, poisp > 2
> d(G,) + 1, pois d(G) > d(G) > 2
> d(A,) +2
> d(Apt1) +1.

neny An. Como B estd contido em todos 0s G, e [G: G,] = p",

podemos concluir que [G: B] = oo. Por fim, como A, <, B para todo n, temos que

Definimos entdo B = [ J

|BNT| > n para todo n, isto é, B contém infinitos elementos de 7.
(b) Como H = (HN e K = () KN onde N percorre os subgrupos normais abertos
de G e ambos H e K possuem indice infinito em (G, sabemos que existe N <, G que
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simultaneamente satisfaz:
(G: HN| > 2d(H), [G:KN]>2d(K).
Pela férmula do posto da Proposicao 1.3.3:

d(HNN)=[H: HNN](d(H) — 1)+ 1, pois H é pro-p livre
=[HN: N|(d(H)—-1)+1
_[G: NJ(d(H) - 1)
B [G: HN)] 1
[G: NJd(H) — [G: N]+ [G: HN]
[G: HN]|
[G: N|d(H)
|G: HN]
G: N
5

<

<

[G: N]

Analogamente, também podemos concluir que d(K N N) < =5

€ portanto:
dHNN)+d(KNN)+1<|[G: N]+
[

: 1
G: N|(d(G) —2)+ 2, pois d(G) > 2
d(N), pela Proposi¢do 2.1.10. O

A\

Proposicao 5.1.5 ([JZS19, Cor. 3.2 e Cor. 3.4]). Sejam G um grupo de Démushkin, H e
K dois subgrupos fechados topologicamente finitamente gerados de G e X um conjunto

completo de representantes das classes laterais duplas H\G /K em G. Entdo, o conjunto
S=S(G,HK)={rxc X |HnzKxz™ ' # {1}}

é finito e cada um dos subgrupos H N xKx~' com x € X é topologicamente finitamente

gerado.

Demonstragdo. Isto € claro se H ou K forem abertos em G, entdo suponha que [G: H| =
[G: K] = co. Pela parte (b) do Lema 5.1.4, tome N um subgrupo normal aberto de G tal que

d(HNN)+d(KNN)+1<d(N).

Seja R um conjunto completo de representantes de N\ G e para todo = em S escreva

x=mnr,comn, € Ner, € R. Como G ¢ livre-de-tor¢ao, temos que

HNxKr ' # {1} se,esomente se, H NzKz 'NN # {1}
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e portanto:

S(N,HNN,r,Kr;* N N)={nec (HNN)\N/(r.Kr,' N N)
| H N Kr,'n ' NN # {1}}
={ne (HNN)\N/(r,Kr;' N N)
| HOnr K, 'n™t # {1}}
=5,

Desta forma, como

S=1J S

rz€ER
basta mostrarmos cada S,., € finito, uma vez que R € finito. Além disso, como (r,Kr'NN) =
ro(K N N)r; !, temos que

Ad(HNN)+d(roKr,* " N)+1=d(HNN)+dKNN)+1<d(N)

por hipdtese.

Suponha entdo, por contradi¢do, que algum S, seja infinito. Aplicando a parte (a) do
Lema 5.1.4 ao subgrupo A = (H N N,r,Kr_' N N) de N, obtemos um subgrupo fechado
B <. N talque B contém H N N, r, Kr, 1'N N e infinitos elementos de S,_. Por um lado,
temos

S,, CS(B,HNN,r,Kr;'NN).

Por outro lado, como [N : B] = oo, o grupo B deve ser pro-p livre sobre um conjunto finito
ou enumeravel ([RZ10, Cor. 2.6.5]) e, portanto,

IS(B,HNN,r,Kr;' N N)| < oo

pela Proposi¢ao B.1.6 e pelo Coroldrio B.1.5. Assim, todos os conjuntos S,., sdo finitos e
logo S também ¢€ finito. O]

Corolério 5.1.6. Sejam G um grupo de Démushkin com d(G) > 2 e H e K dois subgrupos

fechados topologicamente finitamente gerados de G. Entdo:

dimg, Hy (G, [[F,(H\G))] @, [[Fp(G/K)])) = > dHNzKz") < oo. O
z€eH\G/K
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5.2 Os gradientes de posto e de relacao

Para relacionarmos a soma do Coroldrio 5.1.6 com os termos que compdem a desigualdade

de Hanna Neumann, introduzimos os seguintes gradientes:

Defini¢ao 5.2.1. Sejam G um grupo pro-p e M um [[F,G]]-médulo. Se M ¢é finitamente

gerado, definimos o gradiente de posto de M por

_ dimg, Ho(U, M)
G _ D
fo M) = ot — a0

Se M ¢ finitamente relacionado, isto é, se Hi(G, M) possui dimensdo finita sobre F,

(Definicao B.1.2), definimos o gradiente de relagdo de M por

G o p
HrM) = ot =10

Note que 35(M) € sempre um nimero real ndo-negativo. Nossos objetivos nesta se¢ao
sao exibir algumas de suas propriedades e demonstrar que ambos os lados da desigualdade
de Hanna Neumann podem ser expressos em termos do gradiente de relagdo de mddulos
convenientes. Antes de enunciarmos mais propriedades dos gradientes, precisamos do

seguinte lema:
Lema 5.2.2 ([JZS19, Lem. 4.2]). Sejam G um grupo pro-p e M um [[F,G]|-médulo. Se

V' <, U sdo dois subgrupos abertos de G, entdo para todo n € N vale que

dimg, H,(V, M) _ dimg, H,(U, M)
G: V] - G: U]

Demonstragdo. Pela Proposicdo 1.2.5, o U-médulo Ind{, M possui uma filtragdo por U-
submédulos de comprimento [/ : V] com quocientes isomorfos a M. Se N <, IndY, M é tal

que (Indy} M)/N ~ M, entdo a sequéncia exata longa
oo = H,(U/N) = H,(U,Ind{, M) — H,(U, M) — ---
nos fornece a desigualdade
dimg, H,(U,Ind{} M) < H,(U,N) + H,(U, M) .
Ap6s repetirmos esse procedimento para todos os quocientes da filtragdo, obtemos a cota

dimy, H, (U, Ind{; M) < [U: V] dimg, H,(U, M).
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Assim, temos que:

dimg, H,(V,M)  dimg, H,(U, Ind$ -
— ( ) _ R, (U, Indy) , pelo Isomorfismo de Shapiro

G: V] N G: V]
U+ V] dimg, H,(U, M)  dimg, H,(U, M)
< _ . 0
G: V] G: U]

Como consequéncia do Lema 5.2.2, podemos concluir que 3¢'(M) pode ser calculado
utilizando qualquer familia de subgrupos abertos de GG que seja cofinal com a familia de todos
os subgrupos abertos. Em particular, podemos tomar o infimo apenas sobre os subgrupos
abertos normais de (G, ou sobre todos os subgrupos abertos de um dado subgrupo aberto fixo
U.

Proposicao 5.2.3. Sejam G um grupo pro-p, U um subgrupo aberto de G e H um subgrupo

fechado de G. Sao verdadeiras as afirmagoes:

(a) JZS19, Cor. 4.3] Para todo [[F,G]|-médulo M cujo B (M) estd definido, temos
BL (M) = [G: UBg (M)
(b) JZS19, Prop. 4.4] Se M ¢é um [[F,H]|-médulo cujo B (M) esta definido, entdo
B¢ (Indy M) = B (M),
(¢) [ZS19, Prop. 4.5] Se
0—> M — My — M;—0

¢ uma sequéncia exata curta de [[IF,G||-médulos e My e M sdo ambos finitamente gerados
(respectivamente, relacionados), entdo M,y também é finitamente gerado (respectivamente,

relacionado) e seu gradiente satisfaz:
By (My) < B (M) + ¢ (Ms) .

(d) [JZS19, Prop. 4.5] Se My ~ M; @& My entdo S (My) = B (M) + B (Ms).

(e) [JZS19, Lem. 6.1] Se M é um [[F,G]|-mddulo finitamente gerado, entdo M é livre se, e
somente se,

85 (M) = dimg, Ho(G, M).

(f) 0ZS19, Lem. 6.1] Se M ¢é um [[F,G]|-médulo finitamente apresentado e temos uma

sequéncia exata curta
0— N —[F,G)]*—= M -0,
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entdo o gradiente de relacdo de M satisfaz:
BE(M) = 35 (N) = d + B5 (M) .

Demonstragdo. (a) Como os subgrupos abertos de U formam uma familia cofinal com a

familia dos subgrupos abertos de GG, temos:

dimg, H,(V, M)

B (M) = VigofU U: V]
. ) dime Hk(V, M)
= o ([G' U )
. ) . dim]}rp Hk(V, M)
=G U] nf ==
= [G: Ul (M).

(b) Se V' é um subgrupo normal aberto de G, entdo, para todo [[F,V H]]-mddulo N, ha

um isomorfismo de [[F,V]]-médulos:

Res! Ind/, N = €D Resy” N.
|G: VH]

Portanto, utilizando a férmula de classes duplas e o isomorfismo de Shapiro, obtemos:

dimg, Hy,(V,Indf; M)  dimg, H,(V, Ind{, Indg" M)

G: V] N G: V]
dims, Hy (V. @ . v Res} Indj” M )
- G: V]
[G: VH] - dimg, H,(V, Res;" Indy" M)
- G: V]
dimg, Hy,(V, Resy” Ind},” M)
- [VH: V]
dims, Hy (VL sy Vs M) ,
= VH V] , pela form. clas. duplas
. \%
_ dimg, Hﬁf(zlr;f]vm M) , pois |[H\VH/V| =1

. dlm[gp Hk(VﬁH,M)
B [H: VN H|

, pelo Isomorfismo de Shapiro.
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Tomando o infimo sobre os subgrupos normais abertos de GG e notando que {V N H |

V' <, G} € cofinal na familia dos subgrupos abertos de H, obtemos:

dimp, Hy(V,IndG M) . dimg, H,(V N H, M)
= 1
[G: V] va,¢  [H:VNH|

G G o _ nH
By (Indf; M) = vlélof(; =B (M).

(c) A sequéncia exata curta em questdo induz a sequéncia exata longa
o= Hi (G, My) — Hp(G, My) = Hp(G, M3) — - -
e, portanto,
dimg, H,(G, M) < dimg, H,(G, My) + dimg, Hi (G, M3) < o0

Agora, tome um ¢ > 0 qualquer e para cada 1 < ¢ < 3, escolha K; um subgrupo aberto

de G tal que
dimﬂrp Hk(K“ Mz)

Tomando K = K; N Ky N K3, 0o Lema 5.2.2 garante que

Sﬁ;?(Mi)+g-

< BEOM) + 5

dimlgp Hk(K, Mz) < dimpp Hk(Ku Mz>
G: K] - G: K]
paratodo 1 < < 3. Assim:
dime Hk<K, Mg)
< dim[pp Hk(K, Ml) + dime Hk(K, Mg)
- G: K]
< BE(My) + BE(My) + <.

e como esta desigualdade vale para todo ¢ positivo, obtemos a cota desejada.
(d) Ainda mantendo € e K como em (c), temos agora:
BE(My) > dlmﬁ?%’ M) _,
dime Hk(K, M1 D Mg)
- G: K] -
dime Hk(K7 Ml) + dime Hk(K, Mg)
- G: K|

> B (M) + B¢ (M;) — €

— &
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Assim, como ¢ é qualquer real positivo, temos 85 (My) > B9 (M;) + 85 (M3) e o
resultado segue da desigualdade em (c).

(e) Mostraremos que a igualdade
dimg, Ho(U, M) = [G: U] dimg, Hy(G, M)

vale para todo subgrupo aberto U <, G se, e somente se, M for um [[[F,G]]-médulo livre. Se
M =~ [[F,G]]¢ for livre, entdo para todo subgrupo aberto U <, G temos [[F,U]]-isomorfismos:

M ~ PIF,G6 ~ P P [F,U]
d d |

G: U]

e, portanto, a igualdade desejada € verdadeira.
Suponhamos, agora, que a igualdade vale para todo subgrupo aberto U <, GG e encaixe
M em uma sequéncia exata curta

0— N —[F,G]]* = M —0
onde d = dimg, Ho(G, M). A sequéncia exata longa induzida
-+ = Ho(U,N) 5 Ho(U, [[F,G]]") & Ho(U, M) =0

assegura que 7: Hy(U, [[F,G]]¢) — Ho(U, M) é sempre sobrejetora, e contando dimensdes
a hipétese sobre M garante que 7 € um isomorfismo para todo U. Assim, para todo subgrupo
aberto U <, G, a aplicagio p: Hy(U, N) — Hy(U,[[F,G]]?) é identicamente nula.

Identificando Hy(U, N) ~ Ny e Hy(U, [[F,G]]?) = [[F,(G/U)]]%, podemos concluir que
N esté contido no nicleo de todas as proje¢des candnicas [[F,G]|¢ — [[F,(G/U)]]%. Como
[[F,G])* = @USOG[[FP(G/U)]]CI, concluimos que N € trivial, isto é, M ~ [[F,G]]? é um
[[F,G]]-mddulo livre.

(f) Para todo subgrupo aberto U <, G, a sequéncia exata curta em questdo induz a

sequéncia exata longa na homologia
oo — Hy(U,[[F,G)*) — H (U, M) — Ho(U,N) = Ho(U, [[F,G]]*) — Ho(U, M) — 0

onde H,(U, [[F,G]]%) = 0, pois [[F,G]]¢ ¢ um [[F,U]]-médulo livre. Somando alternadamente

as dimensdes, dividindo por [G: U] e notando que hd um isomorfismo de [[F,U]]-médulos

[F,6) ~ D P [F,U]]

d [G: U
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obtemos as igualdades:

dimg, H,(U, M)  dimg, Hy(U, N) dimg, Ho(U, M)

G: U] B G: U] G: U]

Assim, a igualdade desejada segue ao tomarmos o infimo sobre todos os subgrupos abertos
U de G daigualdade acima. ]

Agora, podemos calcular os gradientes de relagdo para os médulos de interesse:

Proposicao 5.2.4 ([JZS19, Cor. 4.7]). Seja G um grupo de Démushkin com d(G) > 2 e
sejam H e K subgrupos fechados de G topologicamente finitamente gerados com indice

infinito. Entdo:
B ([[F,(H\G)]) = d(H) =1, B ([Fp(G/K)]) = d(K) — 1,

BY(IF,(H\G)]] &5, [Fy(G/K)) = Y, (dHNzKe™) 1)

z€S(G,H,K)

Demonstragdo. Se H = {1}, isto é claro. Se H no for trivial, como H é pro-p livre, temos:

By ([, (H\G)]]) = By (Ind; F)
= BH(F,), pela parte (c) da Proposigio 5.2.3
— inf dimyp Hl(U)
B UlgoH [H: U]
_ e dU)
B UlsnofH [H: U]
. [HUJd(H)-1)+1
=y [H: U]

, pela férmula do posto

=dH) -1+ Ui?fH , pois H é infinito

1
[H: U]
=d(H)-1.
Analogamente, temos que 3 ([[F,(G/K)]]) = d(K) — 1. Agora, o Coroldrio 5.1.6 €

o isomorfismo de Shapiro garantem que [[F,(G/K)]] é um [[F,H]]-médulo finitamente

relacionado. Assim, uma vez que

BY ([F,(H\G)]) &, [[F,(G/K)]]) = B ([[Fp(G/K)]])
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escolhendo um conjunto completo de representantes X das classes laterais duplas H\G/K

em G e aplicando os itens da Proposi¢@o 5.2.3 obtemos:

B ([[F,(G/K)]]) = By (|_| [F,(H/H 0 :L‘Kx_l)]])

zeX

=5 (Fu || [FH/H0cKe )]

z€S(G,H,K)
=5{(F)+ ) BI(F,(H/HNzKz ")), por (d)
z€S(G,H,K)
= S0 BH(IR(H/H K Y))), pois F € [[F, H]Hivre
z€S(G,H,K)
= > BITETE), por (b)
2€S(G,H,K)
= Z (d(HNzKz™')—1) , pois H NaKz~" é pro-p livre.[]
z€S(G,H,K)

5.3 Conjectura de Atiyah

A afirmagio de que (5§ (M) é um niimero inteiro quando G é um grupo pro-p livre-de-
tor¢do e M é um [[F,G]]-médulo finitamente gerado é conhecida como uma das formas da
conjectura de Atiyah. Essa conjectura foi provada no caso particular em que GG € analitico
p-adico topologicamente finitamente gerado por M. Harris (Teo. 1.10 de [Har79] e sua
correcao em [Har0O]). Uma demonstracao alternativa completa é dada em [BLLS14, Teo.
2.1]. Enunciaremos aqui, sem prova, uma versao mais fraca do resultado de Harris, porém,

suficiente para nossos propositos:

Teorema 5.3.1 (Harris). Se G é um grupo pro-p analitico p-ddico livre-de-tor¢do topolo-
gicamente finitamente gerado e M é um [[F,G]|-médulo finitamente gerado. Entdo, vale

que
G _ P ;
o (M) = Il —

é um niimero inteiro.

Além disso, a validade da conjectura de Atiyah para um grupo pro-p G livre-de-tor¢ao

também implica na integralidade do gradiente de relagdo 3% (M ):
Proposicao 5.3.2 ([JZS19, Prop. 5.4]). Seja G um grupo pro-p livre-de-torcdo para o qual
a conjectura de Atiyah é verdadeira, e seja M um [[F,G]|-médulo finitamente apresentado.

Entdo, (M) é um niimero inteiro.
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Demonstragdo. Pela parte (f) da Proposicao 5.2.3 temos que
By (M) = b5 (K) — d + 55 (M)
€ um nimero inteiro. 0

Nesta secao, utilizaremos o Teorema 5.3.1 para mostrarmos que grupos de Démushkin
satisfazem a conjectura de Atiyah e portanto 3 (M) € um inteiro para todo [[F,G]]-médulo

finitamente apresentado M. Isto é consequéncia do seguinte fato:

Teorema 5.3.3 ([JZS19, Cor. 5.5]). Todo grupo pro-p topologicamente finitamente gerado e

residualmente analitico p-ddico livre-de-tor¢do satisfaz a conjectura de Atiyah.

Demonstragdo. Sejam G um tal grupo e M um [[F,G]]-médulo finitamente gerado. Pela
Prop. 2.5.1 de [RZ10], como G € topologicamente finitamente gerado, existe uma sequéncia
{G,}ien de subgrupos abertos de GG formando um sistema fundamental de vizinhangas da
unidade. Além disso, como G é residualmente analitico p-adico livre-de-torc¢ao, existe uma
sequéncia {€; };cn de subgrupos normais fechados de G tais que G /(2; é analitico p-adico livre-
de-torgdo e (.2, €% = {1}. Como M /€y, é um [[F,(G /€ )]]-médulo finitamente gerado,
para todo k € N existe um inteiro zj € Z tal que BOG /S (Mg, ) = zi pelo Teorema 5.3.1.
Vamos indutivamente construir uma sequéncia de subgrupos abertos {U; };cn. Definamos
Uy = Gy e suponha que U; ja estd definido para ¢ < n. Temos que, como U,_; e G,, sdo
ambos abertos em G, a parte (a) da Prop. 2.1.5 de [RZ10] garante que para algum k& € N o
subgrupo €2 estd contido em U,,_1 N G,, <, G. Assim, escolha para U,, algum subgrupo

aberto de U,,_; N G,, contendo €2, tal que

dime Ho(Un/Qka MQk)
G/ Un /U]

dimg, Ho(Uy, M)
G: U,]

1
- > — 2k — 25| -
n

Como U; C G; para todo i, sequéncia {U, };cn € cofinal em rela¢do a sequéncia {G; }ien

e portanto
dimp, Ho(U,, M
55 () = o D0 Tl 1)
n>0 G: U,
A e di Ho(Un,M) . 2 x p
Pelo Lema 5.2.2, a sequéncia lmF[”G—OliL]) € mondtona ndo-crescente. Desta forma, o infimo

do lado direito da equacgao € igual ao limite desta sequéncia. Desta forma:

di Hy(U,, M o1
0 < d(85(M),2) —ggrgod( lmF’[’GZOé] )vZ) < Jim Z =0

e assim 3§'(M) é um inteiro, como desejado. O
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Corolario 5.3.4. Todo grupo de Démushkin infinito G satisfaz a conjectura de Atiyah. Para

todo [[F,G]]-médulo finitamente apresentado M os gradientes 35 (M) sdo niimeros inteiros.

Demonstragdo. Pela Proposicdo 2.3.10, GG € residualmente poliprociclico livre-de-tor¢ao.
Em particular, G € residualmente analitico p-ddico livre-de-tor¢ao. Portanto, a conjectura
de Atiyah vale para GG pelo Teorema 5.3.3. A segunda parte € entdo consequéncia da
Proposi¢do 5.3.2. O

Corolario 5.3.5 ([JZS19, Cor. 6.2]). Se G é um grupo pro-p livre-de-tor¢cdo que satisfaz
a conjectura de Atiyah e M é um [[F,G]|-modulo finitamente gerado 1-relacionado, entdo
B (M) =0.

Demonstragdo. Pelas hipéteses sobre M, existe uma sequéncia exata curta de [[F,G]]-

moédulos
0—C—[[F,G]*— M—0

com dimg, Ho(G,C) = 1 e dimp, Hyo(G, M) = d. A parte (f) da Proposicdo 5.2.3 assegura
também que

BY (M) = 55 (C) — d + B5'(M).

Como M ndo é um [[F,G]]-médulo livre, a parte (e) da Proposi¢do 5.2.3 nos garante que
B§ (M) < dimg, Ho(G, M). Como G satisfaz a conjectura Atiyah, o gradiente de posto de M
é um nimero inteiro. Assim, esta desigualdade é equivalentea 85’ (M) < dimg, Ho(G, M)—1.

Portanto:
0 < 87 (M) = 55 (C) — d + 55 (M)
< B§(C) — d + dimg, Hy(G, M) — 1
= 5 (C) — 1, pois dimg, Hy(G, M) =d
< dimgp, Hy(G,C) — 1
<0 O

O corolério abaixo € um caso particular da conjectura de Kaplansky sobre os divisores de
zero em anéis de grupos sobre grupos livre-de-tor¢ao (Prob. 6 em [Kap70]).

Corolario 5.3.6 ([JZS19, Cor. 6.3]). Seja G um grupo pro-p livre-de-torcdo que satisfaz a
conjectura de Atiyah. Entdo, [[F,G|] é um dominio, isto é, |[F,G|] ndo possui divisores de

Zero.

Demonstragdo. Se b € [[F,G]] é invertivel, entdo para todo a € [[F,G]] ndo nulo temos que
(ab)b™! = a # 0 e, deste modo, ab # 0. Se b # 0 ndo € invertivel, entdo o fecho C do
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ideal principal gerado por b em [[F,G]| é um ideal préprio deste anel. Como Hy(G,C') =
C/((IG))C ~T,, temos que o [[F,G]]-médulo M = [[F,G]]/C é 1-relacionado.

Como M nio é [[F,G]]-livre, a parte (e) da Proposigdo 5.2.3 nos garante que 35 (M) <
dimg, Hy(G, M) = 1. Como S§ (M) é um nimero inteiro, podemos concluir que 5§ (M) =

0. Desta forma:

BS(C) = (M) +1— 35 (M), pela parte (f) da Proposigio 5.2.3
= B/(M) + 1, pois 55 (M) =0
Z 1= dim]pp H()(G, C) .

Assim, temos que 3§ (C') = dimg, Hy(G, C). Portanto, pela parte () da Proposi¢do 5.2.3,
o [[F,G]]-médulo C € livre. Disto conclui-se que seu anulador Anny 7 (C) é trivial. [

5.4 Submultiplicatividade

Pela Proposicao 5.2.4, a desigualdade de Hanna Neumann pode ser obtida como con-
sequéncia de uma submultiplicatividade no gradiente de relacao:

B ([IF,(H\G)]] @, [[F,(G/K)]) < 57 ([F,(H\G)D BT ([Fp(G/K)]]) -
Antes de estabelecermos essa desigualdade, precisamos de alguns lemas.

Lema 5.4.1 ([JZS19, Lem. 7.1]). Se G é um grupo pro-p e H é um subgrupo pro-p
livre fechado de G, entdo para todo [[F,G|]-médulo M finitamente relacionado como
[[F, H]]-mddulo existe um [[F,G|]-submédulo aberto My <, M tal que BF (My) = 0.

Demonstragdo. Uma vez que M = lim M /M, onde M, percorrem os [[F,G]]-submddulos
abertos de M, temos que H(H, M) ~ @Hl(H, M /M;). Como H,(H, M) é finito, existe
um [[[F,G]]-submddulo aberto M, <, M tal que 0 homomorfismo induzido ¢ : H,(H, M) —
H,(H, M /M) é injetivo. Portanto, a sequéncia exata curta

0— My— M — M/My—0
induz a sequéncia exata longa
e — HQ(H, M/Mo) i Hl(H, Mo) i) Hl(H, M) i) H1<H, M/Mo) — e

Como v € injetiva, temos que ¢ € identicamente nula. Assim, # deve ser sobrejetiva.
Porém, uma vez que H é pro-p livre, Hy(H, M /M) se anula. Logo, temos que H;(H, M)
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também deve ser 0. Portanto,
0 < B (My) < dimg, H,(H, My) =0

como desejado. 0

Lema 5.4.2 ([JZS19, Prop. 7.2]). Sejam G um grupo de Démushkin infinito e H um
subgrupo fechado topologicamente finitamente gerado de G. Entdo, [[F,(G/H)]| possui um
[[F,G]]-submédulo aberto M com B¢ (M) = 0.

Demonstragdo. Como [[F,(G/H)]| é finitamente apresentado como [[[F,G]]-mddulo, temos
que H,(G,|[[F,(G/H)]| é finito. Além disso, [[F,(G/H)|] = @[[FP(G/U)]] onde U
percorre os subgrupos abertos de GG contendo H. Assim, existe um subgrupo aberto U <, ¢
tal que o homomorfismo induzido H,(G, [[F,(G/H)]]) — Hi(G, [[F,(G/U)]]) é injetivo.
Definamos entdo A/ como o nicleo da projegdo [[F,(G/H)|] — [[F,(G/U)]|.

Assim, como no Lema 5.4.1, na sequéncia exata longa

= Hy(GL By (G/UN) —H(G, M) — H (G, [[F,(G/H)])
— Hy (G [FC/V)])) = -

podemos concluir que o homomorfismo Hy (G, [[F,(G/U)]|) — H1(G, M) é sobrejetivo.
Portanto:

dimg, H,(G, M) < dimg, Ho (G, [[F,(G/U)]])
= dimg, H>(U) , pelo Isomorfismo de Shapiro

=1, pois U também € um grupo de Démushkin

Além disso, a desigualdade
dimp, Ho(G, M) < dimp, H(G, [[FP(G/U)]]) + dimg, Hy(G, [[FP(G/H)]])

nos mostra que M € um [[F,G]]-médulo finitamente gerado. A desigualdade sobre H, (G, M)
nos diz que ou M € um [[F,G]]-médulo livre ou é 1-relacionado. No primeiro caso, temos
BY (M) < dimg, Hi(G, M) = 0, e, no segundo, podemos aplicar o Coroldrio 5.3.5. O

Lema 5.4.3 ([JZS19, Prop. 4.6]). Sejam G um grupo de Démushkin infinito e M um
[[F,G]|-mddulo finitamente relacionado. Se N é um [[F,G||-submédulo de M tal que M /N
é finito ou Ho(G, M/N) = 0, entdo B¢ (N) < BE(M).

Demonstracdo. Como G € topologicamente finitamente gerado, este possui um sistema

fundamental de vizinhangas da unidade {U,, },cn consistindo de uma cadeia de subgrupos



5.4 Submultiplicatividade 112

abertos (Prop. 2.5.1 de [RZ10]). Pelo Lema 5.2.2, temos que:

dimg, Hy (U, N) . dimg, Hy(U,, N)
G _ D ) _ D )
W) =il — e = I — e

A sequéncia exata curta
0—-N—>M-—M/N—0
induz a sequéncia exata longa
-+ — Hy(U,, M/N) — H,(U,,N) — H,(U,, M) — ---

para todo n € N e, portanto,

. dimp, H,(U,,N) . dimp, Hy(U,,, M) . dimg, Hy(U,,, M/N)
G N) =1 P <1 P ) 1 P
BYWN) = lim —— e = im — e i e

Se M /N ¢ finito, entdo pela Proposi¢do B.1.7 temos que

di H. M/N di M/N
0< lim U 2(Un, M/N) _ .~ dimz, M/ 0.

s G U] =20 [G: U

Se Hy(G, M/N) = 0, entdo o Lema 5.2.2 também garante que
dimﬂrp HQ(Un, M/N)

< 1i < di <0.
0_7}1—>H<>10 G0, < dimp, Ho(G, M/N) <0
De ambas as formas, temos que & (N) < BY(M). O

Lema 5.4.4 ([JZS19, Prop. 7.3]). Sejam G um grupo de Démushkin infinito e M um
[[F,G]]-méddulo finitamente apresentado. Se My é um [[F,G]]-submédulo aberto de M tal
que 3¢ (My) = 0 e U é um subgrupo aberto de G agindo trivialmente sobre M M, entdo
existe um [[F,U||-submoédulo M' <, M tal que

dimg, M/M' < BF(M), BY(M')=0, My<, M’ .

Demonstragdo. Prosseguiremos por indugdo sobre a codimensdo de M, em M sobre I,,.
Para o caso base My = M, faca M’ = My = M. Temos trivialmente que My <, M’ e que
0 = dimg, M /M’ < B¢ (M). Pela parte (a) da Proposi¢do 5.2.3, sabemos que M’ também
satisfaz

BY(M') = [G: U)BE(M') = [G: U)BE (M) = 0

como desejado.
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Assumamos agora que M, # M e escolhamos um [[F,G]]-submédulo M, de M de
codimensao 1 sobre [F,, contendo M,. Pela Proposi¢ao B.1.3, temos que M; também &
um [[F,G]]-médulo finitamente apresentado. Pela hipétese de indugio, existe um [[F,U]]-
submédulo M| de M; contendo M, tal que 8 (M) = 0 e dimg, My /M| < B(M).

Pelo Lema 5.4.3, sabemos que 5 (M) < 3%(M), entdo suponhamos primeiramente que
a desigualdade € estrita. Como os gradientes sdo inteiros, temos que 3¢ (M;) < E (M) — 1.

Fazendo entdo M’ = M/, temos que
dimg, M/M' = 1+ dimg, My /M' < 14 7 (My) < BF(M),

COmO procurdvamos.

Suponhamos agora que 3% (M;) = BY(M). Como U age trivialmente sobre M /My,
temos que U também age trivialmente sobre M /M. Escolha a € M — M e faga M’ ser
o [[F,U]]-submédulo de M gerado por M; e a. E evidente que My <, M'. Temos que
M’ N My = M e, como M possui codimensdo 1 em M, também vale que M’ + M; = M.
Assim, a sequéncia exata curta de [[F,U]]-mddulos finitamente apresentados

O—-MnNM —-MaeM —-M+M —0
nos fornece a sequéncia exata curta
0> M —-MoM —M-—0.
Pela parte (a) da Proposicdo 5.2.3, sabemos que
Y (My) = [G: UIBT (M) = [G: UIBY (M) = 57 (M)
e, portanto, a desigualdade anterior se torna
BY (M) + B (M) < B (M)
Logo:

BY (M"Y = BY(M" @ M) — BY (M), pela parte (d) da Proposicio 5.2.3
< pY(M]) + BY (M) — BY(M,), pela parte (c) da Proposi¢io 5.2.3
= B{ (M) — B (M), pois B{ (M) =0
=0, pois B (M) = By (M)
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Por fim, temos:

dime M/M, = dime(M/ + Ml)/M, = dime Ml/(M, N Ml) == dlme Ml/M{
< Y (My) = 87 (M) .0

Coroléario 5.4.5 ([JZS19, Cor. 7.4]). Sejam G um grupo de Démushkin infinito e H um
subgrupo fechado topologicamente finitamente gerado de G. Entdo, existem um subgrupo
aberto U <, G e um [[F,U]]-submédulo N de [[F,(G/H)]| tal que

dime, [[F,(G/H)]/N < BE([F,(G/U), BY(N) =0.

Demonstragdo. Pelo Lema 5.4.2, existe um [[F,G]]-submédulo aberto M, de [[F,(G/H)]]
tal que 5(My) = 0. Definamos U como o nicleo da agdo de G sobre o [[F,G]]-médulo
finito [[F,(G/H)]]/M,. Assim, U age trivialmente sobre [[F,(G/H)]||/M, e, desta forma, o

Lema 5.4.4 nos fornece o submddulo desejado. 0
Podemos agora, por fim, provar o principal teorema deste capitulo:

Teorema 5.4.6 ([JZS19, Sec. 8]). Sejam G um grupo de Démushkin com d(G) > 2 e H e
K dois subgrupos fechados topologicamente finitamente gerados de G com indice infinito.

Entdo, o gradiente de relacdo satisfaz:

BE ([F,(H\G)]] &, [[F,(G/K)]]) < B7 ([F,(H\G) B ([IFp(G/K)]) -

Demonstragdo. O Corolério 5.4.5 nos fornece um subgrupo aberto U <, G e um [[F,U]]-
submédulo N de [[F,(H\G)]| tais que Y (N) =0e

dimg, [[F,(H\G)]]/N < 87 ([[F,(H\G)]]) -

Pela parte (a) da Proposi¢do 5.2.3, multiplicando ambos os lados da desigualdade do teorema

por [G: U], obtemos:

BY ([F,(H\G)]] @, [[F,(G/K)]]) < BT ([F,(H\G)]))BY ([Fp(G/K)]] -
A sequéncia exata curta

0= N = [[F,(H\G)]] = [[F,(H\G)]]/N = 0
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tensorada com [[F,(G/K)]| sobre IF,, nos fornece, por meio da parte (c) da Proposi¢do 5.2.3,

a desigualdade:

B ([IFo(H\G)]] @, [[Fp(G/K)]]) < B (N @, [[F,(G/K)]])
+ 87 ([F,(H\G)I/N) &, [[Fp(G/K)]])

Como [[F,(H\G)]]/N admite uma filtragdo por [[F,U]]-submédulos com quocientes
sucessivos isomorfos a F,, de comprimento menor do que ou igual a 8% ([[F,(H\G)]]) pela
construgdo de N, o [[F,U]]-médulo ([[F,(H\G)]]/N) ®=, [[F,(G/K)]] admite uma tal
filtragdo de mesmo tamanho com quocientes sucessivos isomorfos a [[F,(G/K)]]. Assim,
ap6s Y ([[F,(H\G)]]) aplicagdes da subaditividade do gradiente de relagdo com respeito a

sequéncias exatas curtas, obtemos a desigualdade:
B ([, (H\G)])/N) &, [[F,(G/EK)]]) < 87 ([F,(H\G))BY ([[F,(G/K)])) -
Portanto, & suficiente mostrarmos que
BY (N &g, [[F,(G/K)]) = 0.

Pelo Coroldrio 5.1.6, sabemos que o [[F, H]]-mddulo [[F,(G/K)]] € finitamente relacio-
nado. Pelo Lema 5.4.1, existe um [[F,G]]-submédulo M de [[F,(G/K)]] tal que 3 (M) = 0.
Pela subaditividade do gradiente de relacdo, novamente, podemos concluir que

BY (N &, [[F,(G/K]]) < BY (N 8x, M)+ BY(N &, ([F,(G/K)]}/M)).
Repetindo o argumento da filtragdo para N ®r, ([F,(G/K)]]/M), temos que
3 (N @, ([[F,(G/1)]]/M)) < (dims, [F,(G/F])/M) - B(N) = 0.
Assim, novamente € suficiente mostrarmos que
BY(N &g, M) =0,
Pela Proposi¢do B.1.7, sabemos que
dimg, Ho(U, M) < dims, H(U, [[F,(G/K)]])

Aplicando a Proposicdo B.1.6, como K € pro-p livre, sabemos que Hy (U, [[F,(G/K)]]) = 0.
Assim, aplicando o argumento de filtragdo com quocientes sucessivos isomorfos a M ao
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[[F,U]]-médulo ([[F,(H\G)]]/N) &g, M, obtemos
Hy(U, ([[F,(H\G))}/N) @z, M) = 0.

Desta forma, podemos aplicar o Lema 5.4.3 ao submédulo V ®Fp M de [[F,(H\G)]| @Fp M

para concluirmos que:

BY (N @p, M) < BY([[Fp(H\G)]] ®r, M)
G: U167 ([[F,(H\G)]] ®x, M)
(G U)BE (Ind$, M)
(G: UIB (M)
0

Assim, obtemos a desigualdade desejada. O

Corolario 5.4.7. Seja G um grupo de Démushkin com d(G) > 2. Entdo, G satisfaz a
desigualdade de Hanna Neumann, isto é, dados dois subgrupos fechados H e K de G

topologicamente finitamente gerados, o conjunto
S=S(G HK)={rec H\G/K | HNazKz~ " # {1}}
é finito e temos

Y (dHNzKz™") = 1) < (d(H) — 1) (d(K) - 1) .

zeS
Demonstragdo. O caso em que H ou K possuem indice finito em G € tratado pela Proposi-
¢do 5.1.3. O caso em que ambos possuem indice infinito € consequéncia do Corolario 5.1.6,
da Proposicao 5.2.4 e do Teorema 5.4.6. [

5.5 L?-independéncia e L2-Hall

As propriedades do gradiente de relagio 3% (M) demonstradas em [JZS19] podem ser
utilizadas para demonstrar a inércia de retracdes de G (no sentido de Dicks-Ventura, [DV96]).
Este resultado foi demonstrado para grupos de superficie por Y. Antolin e A. Jaikin-Zapirain
em [AJZ20] utilizando propriedades dos L?-invariantes destas superficies, e o gradiente de
relagio 3Y(M) pode ser considerado o andlogo pro-p dos L>-invariantes que fazem esta

demonstracao funcionar no caso abstrato.
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A ideia central da prova a seguir é uma adaptagdo do argumento em [AJZ20] onde o papel
da L*-independéncia abstrata é desempenhada pelo anulamento de um certo gradiente de
relacdo. Cabe observar que no caso abstrato finitamente gerado, L?-independéncia também
pode ser caracterizada pelo anulamento de um gradiente homolégico ([AJZ20]).

Definicao 5.5.1. Sejam G um grupo pro-p finitamente gerado, H um subgrupo fechado
finitamente gerado e M o nudcleo da sequéncia exata curta:

0— M —[[F,(G/H)]] = F, —0.

Dizemos que um subgrupo fechado finitamente gerado H <. GG de um grupo pro-p finitamente

gerado G é L*-independente em G se
B (M) =0.

Dizemos que H € inerte em G se para todo subgrupo fechado finitamente gerado K <. G
vale que d(H N K) < d(K).

Notemos que, se K ndo for finitamente gerado, entdo a desigualdade d(H N K) < d(K)
vale para qualquer subgrupo fechado H <. G, uma vez que d(K) serd igual ao peso local
de K e, portanto, d(K’) < d(K) para todo subgrupo fechado K’ <. K [RZ10, Cor. 2.6.5].
Assim, a condi¢ao de inércia da Definicao 5.5.1 nao perde generalidade ao ser verificada

apenas para subgrupos K finitamente gerados.

Lema 5.5.2. Se H é um subgrupo fechado ndo-trivial finitamente gerado de um grupo de

Démushkin infinito G, entdo temos:

ﬁlG([[Fp(G/H)H) _ d(H) —2,se [G: H| < >

d(H) — 1, caso contrdrio.
Em particular, 3%(F,) = d(G) — 2.
Demonstragdo. Temos
BY(([F,(G/H)]])) = Bf (Indf; F,) = By (F,).

Se H for aberto em G, entdo H € um grupo de Démushkin e

" . . dimg, H,(U) . [H: Ul(d(H) —2)+2
By (IFp) = UlgofH [H: U] N UlgofH [H: U]

= d(H) -2+ inf, [H? 7 = d(H) - 2.
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Se [G: H| = oo, entdo H é pro-p livre. Logo:

Homn . dimp, Hi(U) . [H:UJd(H)—-1)+1
B = ot o o [H: U]

:d(H)—lJrUi%lofH[H:U]:d(H)—l. 0

Lema 5.5.3. Se H é um subgrupo L?-independente em um grupo de Démushkin G, entéo
d(H) < d(Q). Se, além disso, H for um subgrupo prdprio e G ndo for solivel, temos que
[G: H] = oc.

Demonstragdo. Da sequéncia exata curta
0— M —[F,(G/H)|]] = F,—0,
inferimos:

d(H) -2 < 5 ([[F,(G/H)]]), pelo Lema 5.5.2
< B1(M) + B1(F,), pelo item (c) da Proposi¢do 5.2.3
=d(G) — 2, peloLema 5.5.2

Suponhamos agora que GG ndo seja solivel e que H seja aberto. Pela aditividade do

gradiente de relacdo sob somas diretas, temos:
BY (M) = ([G: H] = 1) BF(F,) = (IG: H] = 1) (d(G) —2).
Assim, se H for um subgrupo L?-independente, devemos ter G: H| = 1,istoé,G=H. O

Teorema 5.5.4. Sejam G um grupo de Démushkin néo soliivel e H um subgrupo L*-
independente de G. Entdo, para todo subgrupo fechado finitamente gerado K de G, temos
que H N K é um subgrupo L*-independente de K.

Demonstracdo. Seja M o [[F,K]]-mddulo definido pela sequéncia exata curta
0—-M—[[F,(K/HNK)|]] = F,—0.

Note que M é um [[F, K]]-médulo finitamente apresentado por ser um submddulo aberto de
[[F,(K/H N K)]]. Precisamos provar que 3{ (M) = 0, e, como ¢ suficiente considerarmos

o caso H # G, pelo Lema 5.5.3 sabemos que H ¢é pro-p livre. Temos o seguinte diagrama
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comutativo com linhas e colunas exatas:

P 0
/HFPGH\\
N [F,K] - F,
Ker(1)) < [[F, (G/H)]]
Y\
M —— [[F,(K/H N K)]] " F,

Deste diagrama, verificamos que M ~ N/P. Além disso, o diagrama também fornece
a igualdade P = N N O e portanto M ~ N/N N O. Denotando por @) o nicleo do mapa
[[F,G]] — F,, podemos concluir que M/ é um [[F,K]]-submédulo de () /O = Ker(v)), pois P,
N e O sao [[F,K]|-submddulos de (). Escolhendo um conjunto completo de representantes
X das classes laterais duplas H\G/K em G com 1 € X, temos a seguinte sequéncia de

[[F,K]-isomorfismos para o médulo quociente:

Ker(y)/M =~ [[F,(G/H)]]/[[F,(K/H 0 K)]]

12

<|_| ([Fp(K/xHa™" 1 K]]) /[[Fp(K/H N K)]]

rzeX

12

L] [F,(k/eHa™ 0 K]

zeX—{1}

Sabemos que 3¢ (Ker (1)) = 0, uma vez que H é um subgrupo L*-independente de G.
Separaremos agora a demonstragao em dois casos, o caso (I) K é aberto em G e o caso (II)

K nao € aberto em G-

(Caso I: K é aberto). Temos B (Ker(¢)) = [G: K]B%(Ker()) = 0. Assim, tendo em
vista o Lema 5.4.3, é suficiente mostrarmos que Hs (K, Ker(y)/M) = 0. Pela expressao

anterior, € suficiente vermos que

Ho(K, [[Fy(K/zHz ' NK)]]) =0, VYzeq.
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Como G nio € soliivel, pelo Lema 5.5.3 sabemos que tHx ' N K <. zHx~! é pro-p

livre. Logo, obtemos para a homologia:
Hy(K, [[Fy(K/xHx ™ N K)]]) = Hy(K, Ind%, 1k Fp) = Hy(zHz ' NK) =0.

Disto, podemos concluir que 8% (M) < BE(Ker()) = 0 pelo Lema 5.4.3, e, portanto,
H N K é L*-independente em K.

(Caso II: K ndo é aberto mas é finitamente gerado). Vamos novamente mostrar que
B (Ker(¢))) = 0. Temos:

Bl (Ker(v)) = f (Ind; Ker(4)) = 87 ([[F,(K\G)]] @5, Ker(¥)) .

Se conseguirmos mostrar a submultiplicatividade também para o médulo [[F,(K\G)]] &,
Ker(1)), obteremos o resultado desejado uma vez que 3 (Ker(1)) = 0. Procederemos como
no Teorema 5.4.6.

Pelo Coroldrio 5.4.5, existe um subgrupo aberto U <, G e um [[F,U]|-submddulo A de
[[F,(K\G)]] tal que 57 (A) =0 e

dimg, [[F,(K\G)]]/A < B7 ([[F,(K\G)])) .
Aplicando a subaditividade de B{] , obtemos:
BY ([Fp(K\G)]] @x, Ker()) < 81 (A @, Ker(v)) + 7 ([Fp(K\G)]]/A) @, Ker(4))

Como [[F,(K\G)]]/A é finito e Y (Ker(v)) = [G: U] (Ker()) = 0, o argumento

de filtracao nos fornece:

BY (([[F, (K\G)]] /A) &, Ker(v)) = 0.

Como K ¢ finitamente gerado, sabemos que Ker(¢’) € um [[F,K]]-mddulo finitamente
relacionado, pois:

H (K, Ker(1)) <, Hy (K, [F(G/H))) = | | Hy(eHa ™ N K)

zeX

e este dltimo € finito pelo Coroldrio 5.1.6. Assim, existe um [[F,G]]-submédulo aberto B de
Ker (1)) tal que 35 (B) = 0. Novamente, temos:

BY (A ®r, Ker(1)) < BY (A &, B) + B (A @5, (Ker(¢))/B)).
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O argumento de filtragdo e o anulamento de Y (A) garantem que
BY (A ®@x, (Ker(¢)/B)) = 0.
Tendo em mente a sequéncia exata curta de [[F,U]]-médulos
0~ ABx, B~ [[F(K\G))) B, B — ([[F,(K\G)])/A) &x, B0,
uma vez que a Proposicdo B.1.7 nos da

dimg, Hy(U, B) < dimg, Hy(U, Ker (1))
< dimg, Ha(U, [[F,(G/H)]])
— dins, Hy(H, [[F,(G/U)])) =0,

mais um argumento de filtracdo nos fornece
Hy(U, ([[Fo(K\G)])/A) @k, B) = 0.
Uma tltima aplicagdo do Lema 5.4.3 finaliza o argumento:

B (A @5, B) < B ([Fp(K\G)]] @, B)
— [G: U)8%(Ind§. B)
= [G: UJBL(B) = 0.
Seja, agora, {U,, } ,en um sistema fundamental de vizinhangas da unidade em K consistindo

em uma cadeia de subgrupos abertos. Como cd(K) < 1, temos que H;(U,,, —) é um funtor

exato a esquerda, e de onde segue que:

dimg, Hy(U,, M)

K . .
M) = lim =
< 1 dimIE'p H1<Un7 Ker<¢))

= By (Ker(¢)) = 0.

Isto conclui a prova de que H N K é L>-independente em K para todo subgrupo fechado
K <. G finitamente gerado. O

Corolario 5.5.5. Seja H um subgrupo fechado proprio de um grupo de Démushkin infinito

G. Se G retrai sobre H, entdo H é pro-p livre, finitamente gerado e L*-independente em G.
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Em particular, se G ndo for soliivel, H é inerte em GG para subgrupos fechados finitamente

gerados.

Demonstragdo. Pela sobrejetividade da retragdo, H pode ser gerado por d(G) elementos.

Além disso, se p: G — H é uma retragao, temos:
[G: H]| = [Ker(p)]

e, portanto, H possui indice infinito uma vez que G € livre-de-torcdo. Uma retracio
p: G — H induz uma se¢do do homomorfismo candnico H/®(H) — G/®(G), que logo
deve ser injetivo. A afirmacdo sobre ser L?-independente segue entio de [AJZ20, Prop. 4.4].
A parte final é consequéncia do Teorema 5.5.4. ]

Lema 5.5.6. Todo subgrupo fechado H de um grupo de Démushkin soluvel infinito G é
L?-independente em G.

Demonstracdo. Da sequéncia exata
0—M—[[F,(G/H)]] = F,—0
inferimos pelo Lema 5.4.3 que:

B (M) < A7 (([F,(G/H)]))
=0, pelo Lema 5.5.2,

uma vez que d(H) = 2 se H for aberto em G e que d(H) = 1 se H for fechadkoem G. [

Para grupos de Démushkin soliveis GG, notemos que todo subgrupo fechado ¢ inerte
devido a GG possuir posto-de-subgrupos igual a 2. De fato, dados H e K subgrupos fechados
ndo triviais de GG, ou d(K) = 2 e assim d(H N K) < 2 pela defini¢do do posto-de-subgrupos,
oud(K) = 1e, portanto, H N K ¢ trivial ou prociclico.

Defini¢do 5.5.7. Dizemos que um grupo pro-p finitamente gerado G é L2-Hall se todo sub-
grupo fechado topologicamente finitamente gerado H <. G € virtualmente L*-independente,

isto €, se existe um subgrupo aberto U de GG contendo H tal que H seja L>-independente em
U.

Corolario 5.5.8. Todo grupo de Démushkin é L*-Hall.

Demonstragdo. Seja H um subgrupo fechado finitamente gerado de um grupo de Démushkin
G. Se G for soldvel, entdo H é L?-independente em G pelo Lema 5.5.6. Se G ndo for soliivel,
entdo H € uma retragdo de algum subgrupo aberto U <, GG pelo Teorema 4.1.4. Assim, H é

L?-independente em U pelo Teorema 5.5.4. U



Capitulo 6
Consideracoes finais

Cabem alguns comentdrios ao final da nossa apresentacdo a respeito dos resultados
demonstrados. Além disso, convém expormos algumas consideragdes sobre os resultados
que gostariamos de ter abordado, tal como as comparacgdes entre os objetos pro-p estudados
e seus andlogos abstratos. Visando motivar as futuras investigacdes acerca dos grupos de
Démushkin, finalizaremos esta dissertacao com algumas questdes em aberto.

Em [Lab66], J. Labute definiu um grupo de Démushkin de posto enumerdvel 8, como

um grupo pro-p G tal que:
D1’ dimg, H'(G) = Ry;
D2’ dimg, H*(G) = 1;

D3’ O produto cup
U: H(G) x H'(G) — H*(G)

€ uma forma bilinear nao degenerada, isto €, se a Ub = O paratodo b € H 1(G), entio
a=0.

Neste mesmo artigo, Labute obteve uma classificacdo destes grupos andloga a classificagao
do Teorema 2.3.9 e os exibiu como subgrupos p-Sylow do grupo de Galois de alguns corpos
locais.

As versdes pro-p dos teoremas de Greenberg para um grupo de Démushkin G da
Proposicao 4.1.5 e seus coroldrios foram demonstrados pela primeira vez em [KZ10, Prop.
7.1 e Lem. 7.2] nos casos em que GG é isomorfo ao completamento pro-p de um grupo de
superficie orientdvel de gé€nero par ou ao completamento pro-2 de um grupo de superficie
ndo orientdvel. Como coroldrio da Proposi¢do 4.1.5, obtemos a caracterizacao do centro dos
grupos de Démushkin pro-p G com d(G) > 2 ou p # 2.
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Embora o caso pro-2 ndo tenha feito parte dessa dissertag¢do, o enunciado da classificag@o
completa dos centros de um grupo de Démushkin € dado pela proposi¢ao a seguir, demonstrada

pela primeira vez em [ Yam93].

Proposicao 6.0.1 ([Yam93, Teo. 3.1]). Um grupo de Démushkin G (possivelmente de posto

enumerdavel) possui centro ndo trivial se, e somente se, G é isomorfo a um dos grupos:
(i) Z/27;
(ii) Z2;
(iii) O completamento pro-2 do grupo fundamental da garrafa de Klein
f = (zy laya™ =y,

Além disso, o centro de 85 é o subgrupo prociclico topologicamente gerado por z>.

Um grupo abstrato I' € dito um grupo de dualidade de Poincaré em dimensao n se o

[ZT']-mébdulo Z com a agdo trivial de I" possui uma resolugao projetiva
O—-F,—-FP1—= - —=F—=7Z—=0
onde cada P; € finitamente gerado e se

Bz~

Z,seit=n,

de acordo com a definicdo em [Bro82, Sec. VIII.10] (¢f. [Davl4, Def. 3.2]). Algumas
consequéncias desta defini¢do sdo que os grupos H'(T",Z) sdo finitamente gerados para
todo indice 7, que hd um isomorfismo H"(I",Z) ~ Z e que o produto cup U: H (T, Z) x
H"(T',Z) — H™(T',Z) induz isomorfismos

H(T,Z) ~ Homz(H" (T, Z), Z)

em todas as dimensdes 7. Assim, as condi¢cdes D1-D3 da Defini¢do 2.1.1 foram motivadas
pelas propriedades esperadas de um andlogo pro-p a dualidade de Poincaré abstrata.

O unico grupo abstrato de dualidade de Poincaré em dimensdo 1 € Z a menos de
isomorfismo, e, em [Eck87], 20 anos apds a conclusdo da classificacdo dos grupos de
Démushkin, foi demonstrado que I' € um grupo abstrato de dualidade de Poincaré em
dimensao 2 se, e somente se, ' € isomorfo ao grupo fundamental de uma superficie compacta,

fechada e conexa, obtendo assim a classificagdo abstrata em dimensdo 2 (ver [Davl4,
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Sec. 5]). Em dimensdo 1, temos que o unico grupo pro-p de dualidade de Poincaré €
7, coincidentemente também o completamento pro-p de Z. Entretanto, existem grupos
de Démushkin que ndo sdo isomorfos ao completamento pro-p de um grupo abstrato de
superficie (estudados no Exemplo 2.1.12), como por exemplo os grupos do Exemplo 2.1.8
com invariante ¢ maior que p.

Contudo, grupos de Démushkin possuem diversas propriedades analogas as propriedades
dos grupos fundamentais de superficies (devidamente interpretadas nos contextos pro-
p e abstratos): sdo grupos finitamente gerados e 1-relacionados, livres-de-tor¢ao, com
dimensao cohomolégica 2 ([Bro82, Cap. V e VIII]), com as propriedades de Howson
([Gre60]) e de retracdes virtuais ([Sco78]), satisfazendo a dicotomia estrutural em termos
da finitude do indice para seus subgrupos ([Bro82, Sec. VIII.10]) e a férmula do posto
estilo “Schreier”/“Hurewicz” ([HatO1, Exer. 2.2.23]), e, caso sejam grupos nao soldveis,
satisfazendo o enunciado dos teoremas de Greenberg ([Gre60]) e a Desigualdade de Hanna
Neumann ([AJZ20]).

Enunciamos, por fim, alguns problemas em aberto relacionados aos grupos de Démushkin.
Comecamos relembrando a defini¢do de um grupo pro-p limite: definimos como G a classe
de todos os grupos pro-p livres topologicamente finitamente gerados, G,, como a classe de
todos os grupos G, tais que G, ~ G,,_1 [[o An—1, 0nde G4 € G,1, A1 Z’; para
algum k& € N e C € um subgrupo prociclico de ambos A,,_; e GG,,_; sendo um fator direto
do primeiro e cujo normalizador de todo subgrupo prociclico seu em G,,_; coincide com C'
([ZZ20, Def. 3.1]). Um grupo G € dito um grupo pro-p limite se G € G,, para algum n.

Os grupos pro-p livres topologicamente finitamente gerados e os grupos pro-p abelianos
livres de posto finito sdo exemplos de grupos pro-p limite. Em [KZ11, Sec. 3], foi
demonstrado que todo grupo de Démushkin com ¢ = 0 e invariante d divisivel por 4 também
€ um grupo pro-p limite. Além disto, nenhum grupo de Démushkin solivel ndo comutativo
€ um grupo pro-p limite por possuirem um subgrupo normal prociclico [KZ11, Teo. 6.5].

Assim, perguntamos:
(Pr1) Todo grupo de Démushkin nao solivel € um grupo pro-p limite?

Em [KZ11, Sec. 9], foi sugerida uma lista de possiveis propriedades dos grupos pro-p
limites, incluindo a propriedade de Howson e a propriedade de retracdes virtuais. Em virtude
da validade destas para os grupos de Démushkin ndo soldveis, recordamos tais propriedades
como evidéncia positiva para Prl.

No Exemplo 2.2.7, vimos que se /X é uma extensdo finita de (@, contendo uma raiz
p-ésima da unidade e K (p) é a p-extensdo galoisiana maximal de K, entdo Gal(K (p)/K) é
um grupo de Démushkin. O problema inverso de Galois para grupos de Démushkin e corpos

com raizes da unidade ainda esta em aberto:
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(Pr2) Dado um grupo de Démushkin G, existe um corpo K (ndo necessariamente p-adico)
contendo uma raiz p-ésima primitiva da unidade tal que o grupo de Galois Gal(K (p)/K)

da p-extensdo galoisiana maximal K (p) de K ¢é isomorfo a G?

Sejam G e G’ dois grupos topoldgicos e ¢, 1 : G — G’ dois homomorfismos continuos.
Dizemos que ¢ e 1 sdo equivalentes se existe um automorfismo continuo a: G — G tal
que ¢ = ¢ o . Em [Hem76, Teo. 14.6], J. Hempel demonstrou que a conjectura de
Poincaré tridimensional ([Hem76, Conj. 3.5]) é verdadeira se, e somente se, dado um grupo
fundamental 7 (3,) de uma superficie fechada, compacta, conexa, orientdvel e de género g,
existe um dnico homomorfismo sobrejetor de 7 (3,) no produto cartesiano I' x I" de dois
grupos abstratos livres de posto g a menos de equivaléncia (considerando m;(X,) e I' x I'
como grupos discretos).

Com aresposta afirmativa para a conjectura de Poincaré tridimensional por G. Perelman em
[Per02], foi demonstrado que grupos de superficie orientdvel possuem um tnico epimorfismo
m(X,) — I' x I" a menos de equivaléncia. Assim, estendemos o questionamento ao seu

completamento pro-p:

(Pr3) (Conjectura de Poincaré pro-p) Sejam G um grupo de Démushkin com invariantes
q(G) = 0ed(G) = 2g e F o grupo pro-p livre sobre g geradores topoldgicos. Existe

apenas uma classe de equivaléncia de homomorfismos sobrejetores G — F' x F'?

Um isomorfismo ¢: U — V entre dois subgrupos abertos de um grupo profinito GG € dito
um automorfismo virtual de G. Dizemos que dois automorfismos virtuais sdo equivalentes
se eles coincidem em um subgrupo aberto de G. Em [BEW11], o comensurador abstrato
Comm(G) de um grupo profinito G foi definido como o grupo de classes de equivaléncias
de automorfismos virtuais de GG sob a operacao de composicdo. Os comensuradores de um
grupo profinito G sdo importantes ferramentas para capturar a rigidez de G com respeito aos
seus subgrupos abertos. Entretanto, a estrutura de Comm(() ndo é conhecida para diversas
classes de grupos GG. Se GG é um grupo de Démushkin soldvel, entao Comm(G) foi descrito
em [BEW11, Teo. 3.12], e, portanto, propomos:

(Pr4) Descrever Comm((G) para um grupo de Démushkin néo soldvel G.
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Apéndice A
Algebra linear

O propésito deste apéndice € reunir alguns resultados sobre formas simpléticas definidas
em modulos livres sobre anéis locais, os quais ndo conseguimos obter de uma unica fonte
na literatura. No Capitulo 2, necessitaremos de tais resultados sobre a existéncia de bases
simpléticas para obtermos a classificacdo dos grupos de Démushkin em trés classes de
apresentagdes seguindo [Lab67], e no Capitulo 4 utilizaremos os resultados Secao A.2 para
provar que grupos de Démushkin nio soliveis satisfazem a propriedade de retracao virtual
(seguindo [SZ19]).

Ao longo desta se¢do, R denotard um anel associativo, comutativo e unitdrio com um
unico ideal maximal m, i.e. um anel local. Um R-médulo a esquerda M € um grupo abeliano
sobre o qual R age a esquerda por endomorfismos. Nesta secdo, iremos sempre supor que R
age a esquerda sobre seus modulos. A exposi¢do seguird principalmente a dada em [SZ19],
com a exce¢do do Teorema A.1.8, que € uma adaptacao da discussdo presente em [Jac53, p.
170] necessdria para a classificagdo dos grupos de Démushkin do Capitulo 2.

O resultado mais importante acerca destes anéis que utilizaremos € o famoso Lema de

Nakayama, que enunciaremos sem demonstragao:

Lema A.0.1 (Lema de Nakayama [Eis95, Cor. 4.8]). Sejam R um anel local com ideal

maximal m e M um R-médulo finitamente gerado.
(a) Se mM = M, entdo M = 0.

(b) Se cy,--- ,c, € M sdo tais que as classes {c; + mM}!_, geram o quociente M /mM,
entdo os elementos c; geram o modulo M como R-mdédulo.

Os principais exemplos de anéis locais que consideraremos sao os anéis de congruéncia
finitos Z/qZ para algum ¢ = p/ € Z com f > 1, cujo ideal maximal é m = pZ/qZ ~

Z/ p/~17Z, e o anel dos inteiros p-ddicos 2, com ideal maximal m = pZ,. Utilizando a
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convencao de que p™ = 0, podemos abarcar ambas estas classes de anéis através da tinica

notagio R = Z,/qZ, para algum ¢ = pf com1 < f < 0.

A.1 Bases simpléticas

Seja R um anel local com ideal maximal m, seja K = R/m seu corpo de residuos e p sua

caracteristica. Seja M um R-mddulo livre ndo-trivial finitamente gerado.

Definicao A.1.1. Uma forma bilinear w: M x M — R é chamada simplética se ela for

antissimétrica e ndo degenerada:
(a) Para quaisquer a,b € M, temos w(a, b) = —w(b, a).

(b) Para alguma (equivalentemente, para toda) base c¢y,--- ,c, de M sobre R temos
det(w(ci, ¢j)) € R*.

Note que se p # 2, entdo a condicio (a) é equivalente a w ser uma forma bilinear alternada,
isto é, w(a,a) = 0 paratodo a € M. Em geral, uma forma ser antissimétrica é uma condigio
mais fraca do que ser uma forma alternada.

Como w(mM, M) = w(M,mM) = mw(M, M), temos que w também induz uma forma
simplética em M,, = M /mM.

Definicao A.1.2. Seja M um R-moédulo livre de dimensdo n = 2t > 0, e w uma forma
simplética definida em M. Dizemos que uma base ay, by, - - - , a;, by de M sobre R € uma base

simplética se, para quaisquer i, j com ¢ # j e 1 < i, j < t, ela satisfaz as duas condigdes:
(A)(a/i, bl> =1 3
W((li, aj) = W(bi7 bj) = (,L)(CLZ', bj) =0.

Note que w(a, b) = 0 se, e somente se, w(b, a) = 0. Entdo, dado um submédulo N de M,

denotamos por N+ o submédulo ortogonal:
N+t ={be M |w(a,b)=0, VYac N}.

Proposicao A.1.3 ([SZ19, Prop. 2.1]). Para todo subespago ndo degenerado L de M, (isto
é, W|Lx1, € ndo degenerada), temos que L* é ndo degenerado e L ® L+ = M,. Em particular,
se M,. e L ambos possuem dimensdo par entdo a dimensdo de L também é par. Neste caso,
seay, b, -+ ,as,bseasi1,bei1, - ,az, b sdo bases simpléticas de L e L* respectivamente,

entdo ay,by,--- ,ay, by é uma base simplética de M,..
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Demonstragdo. Considere o homomorfismo M, — L* dado por:
a— (b— w(a,b)).

Como w € ndo degenerada, este homomorfismo € sobrejetivo, pois € a composi¢ao do
isomorfismo M, — M com a aplicacdo dual M, — L*. Seu nucleo € precisamente
L*, de onde obtemos a igualdade dim,, L+ = n — dim,, L. Como L é ndo degenerado se,
e somente se, L N L+ = 0, segue que L & L+ = M, e que L+ é ndo degenerado pois
det(w) = det(wz) det(w,.). Disto € claro que ay, by, - - -, a;, b, € uma base simplética para
M,. O

Proposicao A.1.4 ([SZ19, Prop. 2.2 e 2.3]). Seja M um R-mdédulo livre de dimensao
n = 2t > 0. O espago vetorial M, sempre possui uma base simplética. Além disso, todo

vetor ndo nulo em M, pode ser estendido a uma base simplética.

Demonstracdo. Mantendo a notagdo, prosseguiremos por indugo sobre t. Para n = 2t = 2,
assumamos que M, é gerado por uma base {u,v}. Seja U = (u) o subespaco de dimensdo 1
gerado por u. Como w é ndo degenerada, sabemos também que U+ # M,. Assim, existe
um z € M, que ndo pertence a U nem a U+. Como w(u, z) € invertivel em r, temos que
{u,w(u,2)7'2)} é uma base simplética para M,.

Seja agora n = 2t > 2, e provaremos que M, possui um subespaco nao degenerado de
dimensao 2. Se existir u # 0 em M, tal que w(u, u) = 0, entdo também existe v € M, tal que
w(u,v) # 0, e neste caso o subespaco U gerado por {u, v} é ndo degenerado. Se, por outro
lado, para todo u # 0 em M, tem-se que w(u,u) # 0, tomemos dois vetores linearmente
independentes u € v’ em M,. Defina v = v' — w(u, v")w(u, u) " u. Assim, novamente temos
que U = (u,v) é um subespago ndo degenerado de dimensao 2.

Pela hipétese de indugio e pela Proposicdo A.1.3, temos que U e U+ ambos possuem
bases simpléticas, e portanto o0 mesmo vale para M,,. Para a dltima parte, note que nada na

demonstracao muda se o vetor u € tomado fixo. [

Veremos como levantar uma base simplética de M, a uma base simplética de M:

Proposicao A.1.5 ([SZ19, Prop. 2.6]). Sejam ay,by,- - , as, by uma base simplética de M.
Entdo, esta base pode ser levantada a uma base simplética A,, By, - - - , Ay, By de M sobre
R. Além disso, esta base pode ser tomada escolhendo B, um levantamento fixo de by. Em

particular, todo vetor fora de mM pode ser estendido a uma base simplética.

Demonstragdo. Tome Ay, B, - - - , Ay, B; qualquer levantamento de aq, by - - - , as, by para M

sobre R. Por hipétese, para quaisquer 1 < i # j < t vale que:

(,U(AZ,BZ) €l+m,
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w(A;, Bj),w(Ai, 4;), w(Bi, Bj) € m

Como R é um anel local, todos os elementos de 1 + m sdo invertiveis. Precisa-
mos agora garantir que w(B;, By) = w(A;, B;) = 0 para todo ¢ > 1. Uma vez que
w(Ay, By) € 1+ m, podemos substituir A; por A; — w(A4;, B1)w(Ay, B)" A, e B; por
B; — w(By, By)w(Ay, Bl)_lAl para ¢ > 1, nos dando a ortogonalidade desejada sem alterar
o fato de que esta base se reduz para aq, by, - - - , as, b médulo mR.

Seja V' = (ag, by, -+, a;,b;) em M,. Como w € representado na base simplética de M,
por uma matriz da forma

temos de det(wy) # 0 e portanto sua matriz 7" em V' € invertivel. Seja
= (w(Ay, A9),w(Ay, By), -+ ,w(A1, Ay),w(Ay, By)) € m" 2,

e tome v7 = wI T~ = (a9, Ba, -+ , a4, B¢). Temos entdo as igualdades:

t
w(A, A Zozjw A +Zﬁjw(B] A
=2

¢
w(A;, B Z a;w(Aj, B;) + Z pw(Bj, B
j=2

Substituimos A; por A; — agAg — (2B - - - — ay Ay — B, By nos fornece as ortogonalidades
w(Ay, A;)) = w(A1, B;) = 0 para todo ¢ > 1. Por fim, substituindo A; novamente por
w(Ay, By)"t A}, obtemos que w(Ay, By) = 1.

Sejaagora L = (A, By, -+ , Ay, B;) em M. Como L e (A, By) sdo ortogonais, podemos
concluir que L € ndao degenerado. Apds repetirmos o processo anterior t — 1 vezes, obtemos
a base simplética desejada para M. Observe que nenhuma alteragado foi feita em B;, que
pode ser tomado fixo durante toda a demonstracao. [

A seguinte adaptagdo das proposicdes anteriores serd util para trabalharmos com formas

simpléticas em grupos de cohomologia:

Corolario A.1.6. Sejam M um R-médulo livre de dimensdon =2t >0ew: M x M — R
uma forma simplética tal que sua reducdo para M,; seja alternada. Para todo funcional
f: M — Rtal que f(M) € m, existe uma base simplética Ay, By, - -+ , A, By de M tal que
f(A;) =01 e f(B;) =0paratodol <i<n.
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Demonstragdo. Como f(M) € m, o elemento f = f; pode ser completado a uma base
{fi | 1 <i < n} de Homg(M, R). Tome yi,---,y, a base dual em M e aplique os
procedimentos das Proposicoes A.1.4 e A.1.5 com as seguintes alteracdes:

Como w e sua redu¢do médulo m sdo ndo degeneradas e a redugao € alternada, temos
que w(y1,y;) # 0 para algum indice ¢ > 2 e, portanto, apGs permutarmos os indices e
multiplicarmos por um invertivel, podemos assumir que w(y;,y2) = 1. Pela substitui¢do
yi — ¥i — w(y1,v:)ye parai > 3, podemos assumir que w(y;,y;) = 0 sempre que 7 > 3.
Prosseguimos normalmente como nas Proposi¢des A.1.4 e A.1.5 para transformarmos

3, " ,Yn) €M uma base simplética {3, - - , x,} para a qual ainda vale
flzi) =0=w(y,z;), V3<i<n,

uma vez que os z; serdo dados por combinagdes lineares dos ;. Tomamos 1 = y; € x5

como:
n/2
Ty =Yz + Z (—w(y2, T2t) w21 + W (Y2, Tar—1)T2)
t=2

= Y2 — W(Y2, T4)73 + W(Y2, T3)Ts — = W(Y2, Tp)Tp1 + W(Y2, Tn—1)Tn,
Desta forma, ainda temos f(z5) = 0e{z; | 1 <i < n} formaabase simplética desejada. [

Precisamos do seguinte lema para fazermos uma importante distincao entre os casos
p=2ep+#2

Lema A.1.7. Se a forma simplética w for alternada, entdo dimensdo de M sobre R é par.
A dimensdo de M ¢é sempre par se 2 # 0 em R, caso no qual a forma induzida em M, é

alternada. Em particular, a dimensdo de M é sempre par se p # 2.

Demonstragdo. Provaremos por indugdo sobre ¢ que toda forma simplética em um espaco
de dimensdo n = 2t + 1 ndo ¢ alternada, isto &, existe v € M tal que w(v,v) # 0. Basta
encontrarmos tal v em M, uma vez qualquer levantamento deste para M também satisfard
esta condig¢do. Para o caso t = 0, isto € equivalente com w ser ndo degenerada. Suponha
entdo que n > 3 e tome qualquer v € M, ndo nulo. Como w € ndo degenerada, existe w € M
tal que w(v, w) # 0. Se w ndo for um miltiplo de v, entdo a restricdo de w ao subespago
L = {v,w) é ndo degenerada. Pela Proposi¢do A.1.3, sabemos entdo que L- é um subespago
ndo degenerado de dimensdo n — 2, sobre o qual aplicamos a hipétese de inducao.

Como observado anteriormente, toda forma bilinear antissimétrica € alternada em

caracteristica impar. Se p = 2 e 2 # 0 em R, entdo pode acontecer da forma simplética w
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nao ser alternada em M. Neste caso, afirmamos que a forma simplética € sempre alternada
sobre M,,, cuja dimensao sobre  coincide com a dimensdo de M sobre R.
Suponha, por contradigdo, que exista v € M, tal que w(v,v) = a # 0, e sejau € M um

levantamento de v. Assim, w(u,u) = a + m para algum m € m e portanto:
2(a+m) =2w(u,u) =0.

Desta forma, como 2 # 0, a + m é um divisor de zero em R. Uma vez que R é um anel local,
isto significa que a + m € m, contradizendo nossa hipétese de que a # 0 (mod m). Assim,
w € alternada em M, e portanto dim, M,, = dimg M € 27Z. O

Especializaremos agora no caso em que R = Z,/qZ, paraalgum ¢ = p/ com1 < f < oo.

Neste caso, podemos dizer mais sobre a estrutura de M:

Teorema A.1.8. Sejam q = p/ (1 < f < 00), R = Z,/qZ, e M um R-médulo livre
finitamente gerado de dimensdon > 1, e sejaw: M x M — R uma forma simplética. Entdo,

existe uma base cy, - - - ,c, de M sobre R tal que:

(I) Sen for par, os pares a; = co_1 eb; = copcom1 <t < % Sformam uma base simplética
para M, isto é:
W(Cli,bi) =1= —w(bi,ai)

e todos os outros produtos de elementos distintos da base sdo zero.

(I) Se n for impar, entdo w(cy,c1) =1 e os pares a; = cop € by = oy 1 com 1 <t < "T_l

formam uma base simplética para L = {c1)*, isto é:
w(a, b)) =1=—w(b;,a;), w(c,a)=w(c,b)=0
e todos os outros produtos de elementos distintos da base em L sdo zero.

No caso (1), o elemento c, pode ser escolhido de forma arbitrdria, e no caso (11), o
elemento ¢, pode ser qualquer elemento tal que w(cy,¢,) = 1. Além disto, se ¢ = 2 e w ndo

for alternada, podemos assumir que w(c;, ¢;) = d1; para todo 1 < i < n.

Demonstracdo. O caso (I) dado por n par € tratado pela Proposi¢ao A.1.5. Para o caso (II),
o Lema A.1.7 garante que p = 2 e que 2 = 0 em R, e portanto R = 7Z/27. Como neste caso

w ndo € alternada, existe ¢ € M tal que w(c,c) = 1. Assim, pela Proposigdo A.1.3, (c)* €

nao degenerado e de dimensao par, para o qual a parte (I) se aplica.
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Para a parte final, suponha que ¢ = 2 e w nao seja alternada. Se n for impar, entdo temos

que o subespaco (a;, b;) é ndo degenerado e portanto sua matriz

w(a;, a;) wla;,b)
w(bi,a;) w(bs,b;)
possui determinante ndo nulo. Como w(a;, b;) = w(b;, a;) = 1, isto significa que pelo menos
um dos elementos em {w(a;, a;),w(b;, b;)} se anula. Suponhamos, sem perda de generalidade,
que w(a;, a;) = 0. Ap6s a troca de varidveis b; — b; + w(b;, b;)a; obtemos um novo par a;, b;
tal que:
w(a, b)) =w(b,a) =1, wla;,a;)=w(b;,b)=0.

Se n for par, apés uma permutacdo dos elementos da base podemos assumir que

w(ai,a;) = 1. Novamente, a expressao

w(ay,ay) w(ay,by)
det (w(bl,al) W(bbbl)) 7& 0

garante que w(b;, b;) = 0. Para ¢ > 1, utilizamos a mesma troca de varidveis do caso n par

para garantir que w(a;, a;) = w(b;, b;) = 0. O

A.2 Submodulos isotrépicos

Sejam R um anel local com ideal maximal m e corpo residuos k = R/m, p a caracteristica
de kK, M um R-mddulo livre e w: M X M — R uma forma simplética. Denotamos o

k-espago vetorial M /mM por M,,.

Definicdo A.2.1. Um submédulo N de M € dito isotrdpico se w(a, b) = 0 para todo a, b em
N.

Lema A.2.2 ([SZ19, Lem. 2.4]). A dimensdo de qualquer subespaco isotropico de M, é no

mdximo t.
Demonstragdo. Suponhamos que ¢y, - - - , ¢;41 S€ja uma base para um subespago isotropico
de M,,, e complete-a em uma base ¢y, - - - , ¢, de M. Considere a matriz A = (w(c¢;, ¢;)).

Pela férmula de Leibniz para o determinante, temos:
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Como para todo o € S,, existe pelo menos i < ¢ + 1 tal que (i) < ¢t + 1, a férmula anterior

nos dé det(A) = 0, contradizendo a hipétese de que w é ndo degenerada. 0
Vejamos agora que ha uma conexao entre os subespacos isotrépicos e as bases simpléticas.

Proposicao A.2.3 ([SZ19, Prop. 2.5]). Seja N um subespaco isotrépico de M, e sejam
by, ,bs uma base de N. Entdo, esta base pode ser completada a uma base simplética
ay, b17 ct o, g, bt de Mn-

Demonstracdo. Lembremos que s < t pelo Lema A.2.2. A estratégia serd construir um
subespaco L de M, de dimensdo 2s, ndo degenerado, com uma base simplética contendo
by, - ,bs, de forma que a Proposicdo A.1.3 nos garanta a existéncia da base desejada para
M,.

Construiremos indutivamente os elementos a; para uma base ay, by, - - - , as, bs do nosso
subespaco L. Para o passo base, notemos que o fato de w nao ser degenerada e os elementos b;
serem linearmente independentes nos fornece a existéncia de a; € M, tal que w(aq, by) # 0.
Ap6s corrigirmos a; por algum fator escalar, podemos assumir que w(aq, b;) = 1. Note que
{a1} U{by,- - ,bs} continua linearmente independente, uma vez que N € isotrépico.

Suponhamos agora que para i < r < s jd conseguimos elementos a; tais que

{ala'” >a7“—17b17"' 7bs} (Al)

sejam linearmente independentes e, para todo trio 4, j,k com k # ¢ # j, 1 < i,k <re

1 <7 < s, satisfacam:
w(ai, b)) =1, w(a;,a,)=0 e w(a;,b;)=0.

Novamente, como w € nao degenerada e o conjunto (A.1) € linearmente independente,
obtemos um elemento a, € M, tal que w(a,, b.) # 0. Apds corrigirmos a, por um elemento
de M,, podemos supor que w(a,, b,) = 1. Esta equagdo garante assim que a, é linearmente
independente do conjunto (A.1). Logo, ap6s feitas as corre¢des do tipo a, — a, —w(a;, a,)b;
e a, — a, — w(a,,b;)a;, obtemos o elemento a, satisfazendo as condi¢des acima. Por
inducdo, obtemos um subespago L de M, munido de uma base simplética ay, by, - - - , as, bs.
Uma vez mais, a férmula de Leibniz nos dd que det(wzx 1) = 1, e portanto L é um subespaco

nao degenerado. O resultado segue entdao da Proposi¢ao A.1.3. [



Apéndice B
Apresentacoes de modulos profinitos

Utilizaremos dos grupos de homologia Hy(G, M) e H,(G, M) para caracterizar as
apresentacdes de um G-moédulo profinito M como quociente de um G-médulo livre. Em

dimensao 0, as Proposi¢des 1.2.1 e 1.2.4, combinadas, ja demonstram que:

Proposicao B.1.1. Sejam G um grupo pro-p topologicamente finitamente gerado e M um
[[F,G]]-médulo profinito. Entdo, M é finitamente gerado (como [[F,G|]-mddulo) se, e
somente se, seu quociente coinvariante Mg = Hy(G, M) possui dimensdo finita sobre I,
Equivalentemente, M ¢é finitamente gerado se, e somente se, ((1G))M é um G-submddulo
aberto de M. [

Definicio B.1.2. Dizemos que um [[F,G]]-médulo profinito M € finitamente relacionado
se dimg, H,(G, M) < 0o, e que um [[F,G]]-médulo profinito M € finitamente apresentado
se M for finitamente gerado e relacionado. O nimero natural dimg, H,(G, M) de um
[[F,G]]-médulo finitamente relacionado M € dito seu niimero de relagées sobre G. Em
particular, o G-médulo profinito M é 1-relacionado se dimy, H,(G, M) = 1.

Note que um [[F,G]]-médulo profinito M € finitamente apresentado se, e somente se,

existe um conjunto gerador finito minimal S e uma sequéncia exata curta de [[F,G]]-mddulos
0—-N—=FOS)—>M-—0

onde F(S) € o [[F,G]]-médulo livre sobre o conjunto S e N ¢ finitamente gerado, uma vez
que H(G, M) ~ Hy(G, N). Também vale que a propriedade de ser finitamente apresentado
¢ hereditdria para submddulos abertos quando GG € um grupo finitamente apresentado:

Proposicao B.1.3 ([JZS19, Prop. 2.1]). Suponha que G seja um grupo pro-p finitamente

gerado (respectivamente, relacionado) e M seja um [[F,G]|-modulo finitamente gerado
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(respectivamente, relacionado). Entdo, todo [[F,G]||-submddulo aberto de M também é

finitamente gerado (respectivamente, relacionado).

Demonstragdo. Se U é um [[F,G]]-submédulo aberto de M, prosseguindo por indugao sobre
a codimensdo de U em M sobre F, basta demonstrarmos o caso em que M /U ~ F,. A
sequéncia exata curta

O0=U—-+M-—=F,—=0

induz uma sequéncia exata longa
-+ = Hy(G) — Hi(G,U) —» H{(G,M) — H,(G) = Ho(G,U) = Ho(G, M) — - --
Assim, podemos inferir as desigualdades:
dimg, Ho(G,U) < dimg, Hy(G, M) + dimg, H,(G) ,

dime Hl(G, U) Sdim[pp Hl(G, M)—f—dim[pp HQ(G) L]

Agora, vejamos alguns exemplos de G-mddulos possivelmente finitamente relacionados
para diversas classes de grupos GG. Para todo subgrupo fechado H <. G, seja ((IH)) o
nicleo do [[F,G]]-homomorfismo [[F,G]| — [[F,(G/H)]|. Dizemos que (({H)) é o ideal
de aumento de [[F,G]] relativo a [[F,(G/H)]]. Se S é um conjunto de geradores topol6gicos
para H, entdo {1 — s | s € S} é um conjunto de geradores para ((/H)). Assim, se H é
topologicamente finitamente gerado, entdo [[F,(G/H)|] é um [[F,G]]-médulo finitamente
apresentado. Em particular, I, ¢ um [[F,G]]-médulo finitamente apresentado para todo grupo

pro-p topologicamente finitamente gerado G'.

Proposicao B.1.4 ([JZ17, Lem. 3.1 e Prop. 3.4]). Sejam F' um grupo pro-p livre topo-
logicamente finitamente gerado e P um [[F,F|]-submédulo de |[F,F]|%. Entdo, P é um
[[FpF]|-modulo livre. Em particular, se P é finitamente gerado, este é isomorfo a [[F,F]]"

para algum r € N e todo [[F, F||-médulo finitamente apresentado é isomorfo a P,/ P, onde
[F,F]]" = Py <. P ~ [[F,F])*

para algum par r,d € N. Além disso, todo [[F,F|]-mddulo finitamente apresentado possui

um [[F, F']]-submédulo livre de codimensdo finita sobre I,

Demonstracdo. A sequéncia exata curta

0— P —=|[[F,F)]*" = N-=0
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induz a sequéncia exata longa
-+ = Ho(F,N) — Hy(F, P) — Hy(F,[[F,F]]") — -

onde Hy(F,N) = 0 pois cd(F) = 1 e H,(F,[[F,F]]?) = 0 pois [[F,F]]? € livre. Assim,
H,(F,P) = 0: pela Prop. 3.1 de [Bru66], temos que P é um [[[F, F’]]-médulo projetivo, e
pelo Teo. 2 de [Kap58] podemos concluir que P é um [[F,F|]-médulo livre.

Agora, seja M um [[F,F]]-médulo finitamente apresentado com P;/P, ~ M onde
P, <. P, sdo [[F,F]]-médulos livres finitamente gerados. Pela Proposi¢do B.1.1, o
submédulo ((1F')) P, é aberto em P, e, portanto, existe um submddulo aberto P; de P; tal
que P} N P, é um submédulo de ((1F))P.

Considere o submédulo P = P{ 4 P,. Ja sabemos que P/ ¢ livre, e, pela sua construgao,
sabemos que ((IF))P; C ((IF))P] + ((IF))P,. Portanto:

((IF)PY NP CI(IF))Py NPy + ((IF)) P
CIP NP+ ((IF))P,
C(UF))P,.

Desta forma, podemos concluir que ((I1F))P/ N P, = ((IF))P,. Isto, por sua vez,
nos garante que (P»)r é um subespaco de (P,')r. Logo, podemos completar uma base do
primeiro em uma base do segundo. Pela Proposi¢ao 1.2.1, essa base se levanta a uma base
livre de P/, isto é, P, é uma parcela direta de P;. Desta forma, P’/ P, é um submédulo

projetivo (e a posteriori livre) aberto de P /P, ~ M e, portanto, de codimensao finita sobre

F,. ]
Para simplificarmos a notagdo, utilizaremos apenas Torfj(—, —) para denotar o funtor
TorF»%(— —) na categoria Pmod*([[F,G]]) dos G-médulos profinitos p-aniquilados de

um grupo pro-p G.

Corolario B.1.5 ([JZ17, Cor. 3.5]). Sejam F um grupo pro-p livre topologicamente
finitamente gerado e M e N dois [[F,F||-mddulos. Se N é finitamente apresentado e M é de
dimensdo finita sobre F,, ou também finitamente apresentado, entdo Torf (N, M) é finito.
Em particular, se H e K sdo dois subgrupos fechados e topologicamente finitamente gerados
de F, entdo [[F,(H\F)]] @, [[F,(F/K)]] é finitamente relacionado sobre [[F,F]].

Demonstragcdo. Como N € finitamente apresentado, temos uma sequéncia exata curta

0 — [[F,F]]" — [[F,F]]* = N =0
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que induz uma sequéncia exata longa
-+ — Tor! ([[F,F)|*, M) — Torl (N, M) — M" — M* — N @z, M — 0.

Assim, se M possui dimensdo finita sobre [F,,, temos que Torf (N, M) < M" também §é
finito.

Se M é finitamente apresentado, pela Proposicao B.1.4, este possui um [[F, F||-submédulo
livre M, tal que M /M, é finito. Assim, a sequéncia exata curta

0— My— M — M/My—0
induz a sequéncia exata longa
<o = Torf (N, My) — Tor (N, M) — Tor! (N, M /M) — - - -

da qual podemos concluir que Tor! (N, M) < Tor! (N, M /M) é finito pela finitude de
M/ M,

Para a parte final, note que temos uma sequéncia de isomorfismos:

Tory ([[F,(H\F)]], [[F,(F/K)]]) = Tory' (F,, [[F,F/K]])
= Torf(ﬂ‘?p, Indﬁ[[Fp(F/K)]])
~ Hy(F, [[F,(H\F)]] ©x, [F,(F/K)]). O

Proposicao B.1.6. Sejam H e K subgrupos fechados de um grupo pro-p G. Entdo, para

todo indice 1, temos isomorfismos:

Hy(G, [[F,(H\G)]] &, [[F,(G/K)])) =~ | | H(HNzKz™").
z€H\G/K
Em particular, [[F,(H\G)]] ®r, [[F,(G/K)]] é um [[F,G]]-mddulo finitamente relacionado
se, e somente se, o conjunto dos x € H\G /K para os quais H N x Kz~ # {1} é finito e

cada tal intersecdo é topologicamente finitamente gerada.

Demonstracdo. Pela férmula de classes duplas do Corolério 1.4.2, temos um isomorfismo
de [[F,H]]-médulos:

Res% Ind% F, ~ |_| Indj o1 Fp
zeH\G/K
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Assim, como a homologia comuta com somas diretas profinitas pelo Lema 1.4.1, temos:

Hi(G, [[F,(H\G)]] @, [[F,(G/K)]]) = Hi(G, Indj[[F,(G/K)]])
~ H;(H,[[F,(G/K)]]), por Shapiro,

~H (H || WdjxF,

2eH\G/K
= |_| H’L(H7 IndgﬁxKafl IFP)
z€H\G/K
~ |_| H;(HNzKz™ '), por Shapiro. [
ceH\G/K

Proposiciao B.1.7 ([JZS19, Cor. 2.2 e 2.3]). Seja G um grupo pro-p com cd(G) = 2 e
dimg, Hy(G) = 1. Entdo, para todo [[F,G]|-médulo finito L temos que

dime HQ(G, L) S dime L.
Além disso, se N é um [[F,G|]-submédulo de um [[F,G||-mddulo M, entdo
dimp, Hy(G, N) < dims, Hy(G, M) .

Demonstragcdo. Se L é finito, entdo podemos encontrar um [[F,G]]-submédulo Ly com

codimensdo 1. Assim, temos uma sequéncia exata longa
-+ = Hy(G, Lo) — Ho(G,L) — Hy(G) — -+ -,
da qual podemos concluir por inducao sobre a dimensao de L que:
dimg, Hy(G, L) < dimg, Hy(G, Lo) + dimg, Ho(G) < dimg, Lo + 1 = dimg, L.
Para a segunda parte, a sequéncia exata curta
0—-N—>M-—M/N—0
nos fornece a sequéncia exata longa
-+ = H3(G,M/N) — Hy(G,N) — Hy(G, M) — ---

onde H;3(G, M/N) se anula, uma vez que cd(G) = 2. Assim, Hy(G, N) é um subespaco de
Hy (G, M). O
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