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Resumo

Os grupos de Dëmushkin compõem uma classe de destaque entre os grupos profinitos:
são aqueles grupos pro-p que satisfazem uma condição cohomológica análoga à clássica
dualidade de Poincaré em dimensão 2. Eles ocorrem naturalmente como quocientes pro-p
maximais de grupos de Galois de corpos locais e completamentos pro-p de grupos de
superfície. Esta dissertação apresenta a demonstração do Teorema de Classificação dos
Grupos de Dëmushkin como obtido através dos trabalhos de S. Dëmushkin, J.P. Serre e J.
Labute entre 1961 e 1967. Esta dissertação também coleta, em uma única fonte, as recentes
demonstrações de 2019 e 2020 da validade entre os grupos de Dëmushkin da propriedade
de Howson, da existência de retrações virtuais para subgrupos topologicamente finitamente
gerados e da conjectura de Hanna Neumann, seguindo os artigos publicados por P. Zalesskii,
M. Shusterman e A. Jaikin-Zapirain, bem como a caracterização dos grupos pro-p que
satisfazem a propriedade de M. Hall. Para estes fins, a teoria (co-)homológica dos grupos
profinitos e pro-p e algumas de suas aplicações são desenvolvidas a partir da álgebra elementar
dos grupos, além de também realizarmos um estudo da teoria de Bass-Serre profinita de
grupos agindo em árvores.

Palavras-chave: Grupos de Dëmushkin; Propriedade de Howson; Retração Virtual; Grupos
de M. Hall; Conjectura de Hanna Neumann.



Abstract

Dëmushkin groups comprise an important class of profinite groups: they are pro-p
groups which satisfy a cohomological condition analogous to the classical Poincaré duality in
dimension 2. They occur naturally as maximal pro-p quotients of Galois groups of local fields
and p-completions of surface groups. This dissertation presents the proof of the Classification
Theorem of Dëmushkin Groups as obtained through the works of S. Dëmushkin, J.P. Serre
and J. Labute between 1961 and 1967. This dissertation also gathers, in a single source, the
recent 2019 and 2020 proofs of the validity among Dëmushkin groups of Howson’s property,
of the existence of local retractions for topologically finitely generated subgroups and of the
Hanna Neumann conjecture, following the papers published by P. Zalesskii, M. Shusterman
and A. Jaikin-Zapirain, as well as the characterization of the pro-p groups which satisfy
M. Hall’s property. In the process, the homological and cohomological theories of profinite
and pro-p groups and some of their applications are developed from the elementary algebra
of groups, and we also include a study of the profinite Bass-Serre of groups acting on trees.

Keywords: Dëmushkin groups; Howson’s property; virtual retraction; M. Hall groups;
Hanna Neumann conjecture.
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Introdução

Os grupos profinitos e pro-p compõem uma importante classe de grupos topológicos,
sejam por suas conexões históricas com a Teoria de Galois ([NSW08, pp. vii-xii]), sejam por
suas recentes aplicações na Mecânica Quântica ([VVZ94, pp. ix-xviii]) ou seja pelo interesse
em suas próprias estruturas algébricas ([RZ10, pp. ix-xi]). Dentre esta classe de grupos,
os grupos de Dëmushkin que dão nome à este trabalho ocupam um lugar de destaque: são
grupos que satisfazem uma condição cohomológica análoga a clássica dualidade de Poincaré
para variedades reais em dimensão 2.

De forma mais precisa, um grupo pro-p G é dito um grupo de Dëmushkin se os grupos
de cohomologia contínua H i(G,Fp) = H i(G) de G com coeficientes no corpo finito de
p-elementos Fp satisfazem três condições:

D1 H1(G) é finito;

D2 dimFp H
2(G) = 1;

D3 O produto cup
∪ : H1(G)×H1(G)→ H2(G)

é uma forma bilinear não degenerada.

Como os gruposH1(G) eH2(G) determinam propriedades das apresentações pro-pminimais
de G, temos que D1 e D2 são equivalentes com G possuindo uma apresentação minimal
sobre d ∈ N geradores x1, · · · , xd com apenas um relator r. Além disto, a condição D3 irá
controlar as possíveis expressões para r em função de cada conjunto gerador de G.

O interesse original na álgebra dos grupos de Dëmushkin se deu pelo trabalho de S.
Dëmushkin, que em seu artigo de 1961 [Dë61] descreveu os invariantes numéricos d e q,
bem como forneceu uma fórmula para a apresentação pro-p de alguns casos particulares
destes em termos de d e q. Os trabalhos posteriores por J.P. Serre [Ser64] e J. Labute [Lab67]
obtiveram ao longo dos anos 60 do século XX uma classificação completa destes grupos em
termos de seus invariantes numéricos d e de seus invariantes ciclotômicos (algébricos) χ. Os
grupos de Dëmushkin também ocorrem naturalmente como completamentos pro-p de grupos
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fundamentais de superfícies compactadas [Ser64, p. 147] e como quocientes pro-p maximais
de grupos fundamentais étale geométricos [Win84, p. 557]. Assim, a estrutura algébrica
dos grupos de Dëmushkin, além de ser rica por si só e exibir fenômenos reminiscentes do
comportamento de grupos abstratos de superfícies, também possui importantes aplicações
aritméticas.

Os dois objetivos desta dissertação são:

1. Fornecer uma demonstração detalhada do Teorema de Classificação dos Grupos de
Dëmushkin e uma fórmula para seu invariante ciclotômico χ em função desta classificação,
como realizado em [Lab67, Teo. 3 e 4].

2. Explorar e demonstrar desenvolvimentos recentes acerca de propriedades combinatórias
dos grupos de Dëmushkin: as propriedades de Howson, retrações virtuais para subgrupos
finitamente gerados e a propriedade de M. Hall, seguindo [SZ19], e a desigualdade de
Hanna Neumann seguindo [JZS19].

Cada uma destas compõem as duas partes deste trabalho. A parte I resume as propriedades
elementares de grupos profinitos e pro-p, da homologia e da cohomologia destes, além de
outras construções necessárias para o desenvolvimento do texto, e conclui com a exposição do
Teorema de Classificação e seus corolários. A parte II é dedicada ao estudo e à demonstração
das propriedades mencionadas no seguindo objetivo.

A principal contribuição deste trabalho está no ato de colecionar os resultados supracitados
em uma única fonte, utilizando convenções e notações modernas e unificadas. A exposição
em português é original e, na visão do autor, poderá contribuir com a difusão do tema no
Brasil e em outros países falantes da língua.

Esta dissertação busca, por um lado, refletir e formalizar a trajetória e o trabalho do autor
como aluno do Programa de Pós-Graduação do Departamento de Matemática da Universidade
de Brasília. Entretanto, este estudo começou alguns anos antes, ainda como aluno de iniciação
científica sob o mesmo orientador, investigando a cohomologia dos grupos finitos e profinitos.
Desta forma, é esperado do autor que este cumpra os objetivos da dissertação resumindo a
parte da exposição que contenha os fatos mais elementares acerca de grupos profinitos, e
dê preferência às demonstrações dos resultados principais. Este foi o princípio que guiou a
estrutura e a organização dos tópicos do presente trabalho, descrita a seguir.

O Capítulo 1 resume, com o mínimo de demonstrações, os conceitos, proposições e
teoremas sobre grupos profinitos, a (co)homologia destes, as construções pro-p livres e outras
miscelâneas que serão aplicadas ao estudo dos grupos de Dëmushkin nos capítulos seguintes.

O Capítulo 2 é dedicado a um estudo detalhado das propriedades elementares dos grupos
de Dëmushkin, de seus invariantes d, q e χ, do Teorema de Classificação e de seus corolários.
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Inicialmente, o foco é dado ao estudo de exemplos concretos destes grupos como Z/2Z,
grupos de Dëmushkin “pequenos” como grupos pro-p analíticos p-ádicos e completamentos
pro-p de grupos de superfícies compactas. Utilizando a teoria cohomológica desenvolvida
no Capítulo 1, este capítulo também fornece a demonstração do Teorema de Classificação e
sua aplicação ao estudo do invariante ciclotômico χ, obtendo como corolário uma fórmula
para este em termos dos geradores de uma base “canônica”. A principal referência desta
exposição é [Lab67].

No Capítulo 3, é feita a demonstração de que grupos de Dëmushkin satisfazem a versão
pro-p da propriedade de Howson. A propriedade de Howson, também conhecida como
FGIP (Finitely Generated Intersection Property, ou propriedade da interseção finitamente
gerada), descreve os grupos G cujas interseções H ∩ K de quaisquer pares H e K de
subgrupos finitamente gerados é também finitamente gerada. Em seu artigo de 1954 [How54],
A. Howson demonstrou que todos os grupos abstratos livres satisfazem esta propriedade.
Utilizando a noção de um subgrupo topologicamente finitamente gerado, a propriedade de
Howson possui um análogo profinito evidente [Lub82, Prop. 3.6]. Desde o trabalho de
Howson, a validade desta propriedade foi estudada para diversas classes de grupos abstratos e
profinitos. Neste capítulo, também é feita a demonstração de que esta propriedade é fechada
para produtos pro-p livres, seguindo [SZ19].

O Capítulo 4 se dedica a explorar as propriedades de existência de retrações virtuais para
subgrupos finitamente gerados em grupos de Dëmushkin e sua conexão com a versão pro-p
da propriedade de M. Hall: a existência de subgrupos abertos contendo um dado subgrupo
finitamente gerado como fator livre. Enquanto nenhum grupo de Dëmushkin infinito satisfaz
a propriedade de M. Hall, muitos grupos de Dëmushkin satisfazem a propriedade de retrações
virtuais. O objetivo deste capítulo é demonstrar a caracterização dos grupos de Dëmushkin
com a propriedade de retrações virtuais e a caracterização dos grupos pro-p com a propriedade
de M. Hall seguindo também [SZ19].

O último capítulo busca fornecer uma demonstração da validade de uma versão pro-p da
Conjectura Forte de Hanna Neumann em grupos de Dëmushkin, seguindo [JZS19]. Além
de demonstrar sua homônima propriedade para grupos livres abstratos, A. Howson obteve
uma cota superior para o número minimal de geradores d(H ∩K) da interseção H ∩K em
termos dos números minimais de geradores d(H) e d(K). Esta cota foi melhorada por H.
Neumann em [Neu57], que também conjecturou a desigualdade:

d(H ∩K)− 1 ≤ (d(H)− 1)(d(K)− 1) .
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A versão mais forte∑
x∈H\G/K

(
d(H ∩ xKx−1)− 1

)
≤ (d(H)− 1)(d(K)− 1)

ficou conhecida como a Conjectura Forte de Hanna Neumann, onde H e K representam
subgrupos finitamente geradores de um grupo livre abstrato. Adicionamente, neste capítulo
os gradientes homológicos são combinados com as técnicas homológicas da pré-publicação
[AJZ20] para obter uma demonstração de que todas as retrações de um grupo de Dëmushkin
são inertes.

O Apêndice A contém as definições e demonstrações de algumas propriedades de bases
simpléticas e subespaços isotrópicos para formas simpléticas definidas em anéis locais com
corpo de resíduos possuindo característica p > 0. A principal referência é [SZ19], e estes
resultados são referenciados nos Capítulos 2 e 4.

O Apêndice B reúne as demonstrações de diversas afirmações relacionado as apresentações
de umG-módulo profinito p-aniquiladoM sobre um grupo pro-p G e os grupos de homologia
Hi(G,M). A principal referência seguida é [JZS19], e estes resultados são utilizados no
Capítulo 5.

Notação

Utilizamos os símbolos N, Z, Q e R para denotar os respectivos conjuntos numéricos dos
números naturais, inteiros, racionais e reais. Adotamos a convenção de que N contém 0. O
grupo aditivo cíclico de m elementos é denotado por Z/mZ, e o corpo finito de p elementos
é denotado por Fp para diferenciá-lo de sua estrutura aditiva Z/pZ. O corpo dos números
p-ádicos é denotado por Qp, e o anel dos inteiros p-ádicos é denotado por Zp.

Escrevemos H ≤c G para denotar um subgrupo fechado H de um grupo profinito G,
e U ≤o G para denotar um subgrupo aberto U , do inglês closed e open respectivamente.
A notação H �c G e U �o G é utilizada para denotarmos subgrupos normais fechados e
subgrupos normais abertos, respectivamente. Utilizamos d(G) para denotar a cardinalidade
de um conjunto minimal de geradores topológicos de um grupo profinito G, ou seu posto.
Utilizamos rk(G), do inglês rank, para denotar seu posto-de-subgrupos, isto é, o supremo
dos postos d(H) onde H ≤c G. Os grupos Hom(G,H) entre grupos topológicos G e H são
sempre dados pelos homomorfismos contínuos de G em H .

Se Λ é um anel profinito e X é um conjunto qualquer, [ΛX] denota o Λ-módulo livre
abstrato sobre o conjunto X . Se X é um espaço profinito, [[ΛX]] denota o Λ-módulo livre
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profinito sobre o espaço profinito X . Em particular, [[ΛG]] denota a álgebra de grupo
completa de um grupo profinito G sobre um anel profinito Λ.

Dados elementos x, y de um grupo abstrato ou profinito G, o comutador de x e y é
denotado por

[x, y] = xyx−1y−1 .

Segundo [Ser17, p. 29], esta é uma convenção “mais usual”. Contudo, ela altera o enunciado
da fórmula para o invariante χ de um grupo de Dëmushkin (compare o Teorema 2.3.13 e
[Lab67, Teo. 4]). Optamos, então, por seguir esta que coincide com a adotada no trabalho
original de S. Dëmushkin [Dë61]. O subgrupo derivado [G,G] (ou subgrupo comutador ) de
um grupo topológico G é o fecho do subgrupo abstrato gerado por todos os comutadores
[x, y] com x, y ∈ G. Este é o núcleo da abelianização G→ Gab, e independe da escolha de
convenção para a definição dos comutadores individuais [x, y].

O completamento pro-C de um grupo abstrato G, onde C é uma classe de grupos finitos,
é denotado por ĜC . O completamento profinito é denotado apenas por Ĝ, e o completamento
pro-p é denotado apenas por Ĝp.

O produto cartesiano de dois grupos topológicos G e H é denotado por G × H . Se
{Gi}i∈I denota uma família de grupos topológicos, seu produto é denotado por∏

i∈I

Gi .

O produto pro-p livre é denotado por G
∐
H ou∐
i∈I

Gi .

O grupo fundamental de um grafo de grupos G sobre um grafo profinito Γ é denotado por
Π1(G,Γ). A soma direta de G-módulos grupos discretos Mi é denotada por⊕

i∈I

Mi ,

e coincide com o produto direto no caso em que I é finito. A soma direta de G-módulos
profinitos Mi é denotada por ⊔

i∈I

Mi .

Se G é um grupo pro-p, denotamos os grupos de cohomologia H i(G,Fp) e os grupos de
homologia Hi(G,Fp) com coeficientes no G-módulo discreto Fp simplesmente por H i(G)

e Hi(G), respectivamente. Para todo subgrupo fechado H de G e H-módulo discreto M ,
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CoindGH(M) denota o G-módulo coinduzido HomH(G,M). Se M é um [[ΛH]]-módulo
profinito, IndGH(M) denota o [[ΛG]]-módulo induzido [[ΛG]] ⊗̂[[ΛH]] M .

Se V é um espaço vetorial sobre um corpo κ, então seu espaço dual Homκ(V, κ) é
denotado por V ∗. Se M é um grupo abeliano profinito ou discreto e de torção, seu dual de
Pontryagin Hom(M,Q/Z) é denotado por M∨.

As seguintes expressões em Fraktur se referem às respectivas categorias:

set – Conjuntos
Grp – Grupos abstratos
ab – Grupos abelianos abstratos
pro-ab – Grupos profinitos abelianos
modesq(R) – Módulos abstratos à esquerda sobre um anel abstrato R
moddir(R) – Módulos abstratos à direita sobre um anel abstrato R
Dmodesq(Λ) – Módulos discretos à esquerda sobre um anel profinito Λ

Dmoddir(Λ) – Módulos discretos à direita sobre um anel profinito Λ

Pmodesq(Λ) – Módulos profinitos à esquerda sobre um anel profinito Λ

Pmoddir(Λ) – Módulos profinitos à direita sobre um anel profinito Λ

Dgmod(G) – Módulos discretos à esquerda sobre um grupo profinito G
Pgmod(G) – Módulos profinitos à esquerda sobre um grupo profinito G



Parte I

Notum terram



Capítulo 1

Grupos, anéis, grafos, e módulos

Neste capítulo, iremos colecionar as definições e alguns resultados acerca de grupos
profinitos e pro-p que serão utilizados ao longo de todas os capítulos subsequentes. Nosso
objetivo é apenas reunir os enunciados dos teoremas e convenções como serão utilizados
adiante. Este objetivo guiou a escolha de uma exposição enxuta e com o mínimo de
demonstrações. O conteúdo aqui exposto também é, em sua maioria, detalhadamente coberto
pela literatura, como pode ser observado em [Ser97], [RZ10] e [Rib17] por exemplo. De
todo modo, os enunciados dos principais resultados aqui listados vêm acompanhados de uma
referência equivalente na bibliografia.

1.1 Grupos profinitos e pro-p

Um espaço profinito é um espaço topológico compacto, Hausdorff e totalmente desconexo.
Um grupo profinito é um grupo topológicoG tal queG seja profinito como espaço topológico.
Como G é localmente compacto e totalmente desconexo, G possui um sistema fundamental
de vizinhanças da unidade formado por subgrupos normais abertos {Ui}i∈I e, portanto, de
índice finito, por compacidade. Assim, um grupoG é profinito se, e somente se,G é isomorfo
a algum limite inverso de grupos finitos discretos. Neste capítulo, G sempre denotará um
grupo profinito.

Os primeiros e mais simples exemplos de grupos profinitos são os grupos finitos discretos,
o grupo aditivo dos inteiros p-ádicos

Zp = lim←−
n∈N

Z/pnZ ,
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e o grupo aditivo dos inteiros profinitos

Ẑ = lim←−
m∈N

Z/mZ ≃
∏
p primo

Zp .

Temos que todo subgrupo fechado H de G é novamente profinito. Por compacidade, um
subgrupo H ≤ G é aberto se, e somente se, H é fechado e possui índice finito. Utilizamos a
notação H ≤c G para um subgrupo fechado de G e H ≤o G para um subgrupo aberto de G
em acordo com a literatura em inglês para closed e open respectivamente.

Se {Ui}i∈I denota a família de subgrupos normais abertos deG, então para todo subgrupo
fechado H ≤c G definimos o número supernatural:

[G : H] = mdc{[G/Ui : H/(H ∩ Ui)] | i ∈ I} =
∏
p primo

pap .

O índice de um subgrupo fechado H de G é o número supernatural [G : H]. A ordem |G| de
G é igual ao índice [G : {1}].

Dado um número primo p, dizemos que G é um grupo pro-p se G é isomorfo ao limite
inverso de p-grupos finitos discretos. Em outras palavras, G é um grupo pro-p se sua ordem
|G| é uma potência de p. Todo grupo profinito G possui algum subgrupo fechado pro-p
maximal Gp, e todo tal subgrupo é chamado de subgrupo p-Sylow de G.

No Capítulo 2, necessitaremos de compreender a estrutura do subgrupo p-Sylow de Z×
p ,

o grupo multiplicativo dos invertíveis em Zp. Para todo primo p e 1 ≤ f ≤ ∞, defina o
subgrupo multiplicativo U(f)

p = 1 + pfZp de Z×
p e U[f ]

2 como o subgrupo fechado de Z×
2

gerado por −1 + 2f .

Lema 1.1.1. Temos que

U(1)
p ≃

Zp , se p ̸= 2 ,

{±1} × U(2)
2 , se p = 2

é o subgrupo p-Sylow de Z×
p . Além disto, U(2)

2 ≃ Z2. Todo subgrupo fechado próprio de
U(1)

2 = 1 + 2Z2 é isomorfo a U(f)
2 ou {±1} × U(f)

2 para f ≥ 2 ou a U[f ′]
2 para 2 ≤ f ′ ≤ ∞

dependendo da projeção e da interseção deste com {±1}.

Demonstração. Os isomorfismos para U(1)
p e U(2)

2 são demonstrados em [Ser70, Prop. II.8].
Seja H um subgrupo fechado próprio de U(1)

2 . Se a projeção de H em {±1} é trivial, então
H ≤ U(2)

2 e como log : U(2)
2 → 4Z2 é um isomorfismo ([KKS00, Prop. 2.17.3]), temos que

H = U(f)
2 para algum f ≥ 2.
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Se {±1} é um fator direto de H , então H é gerado por −1 e um gerador 1 + 2f da
projeção de H em U(2)

2 , de onde segue que H = {±1} × U(f)
2 . Por fim, se −1 pertence a

projeção de H sobre {±1} mas este não é um fator direto de H , então H deve ser gerado por
−1 + 2f

′ , onde 1− 2f
′ gera a imagem da projeção de H em U(2)

2 , isto é, H = U[f ′]
2 .

Exemplo 1.1.2. Uma transformação afim de Zp é uma função f : Zp → Zp da forma
f(x) = ax+ b para algum par de elementos a, b em Zp com a invertível. Tais funções são
bijetoras, pois f−1(x) = a−1x − a−1b, e, portanto, formam um grupo sob a operação de
composição de funções, chamado o grupo de transformações afins Aff(Zp). A decomposição
Zp ≃ lim←−Z/pkZ induz uma decomposição Aff(Zp) ≃ lim←−Aff(Z/pkZ) dada pelo limite
inverso das reduções de a e b módulo pk, demonstrando que Aff(Zp) é sempre um grupo
profinito.

Temos um isomorfismo ϕ : Zp o Z×
p → Aff(Zp) dado por ϕ(b, a)(x) = ax + b, onde

Z×
p age sobre o grupo aditivo Zp através da multiplicação de sua estrutura de anel. Como

1 + pZp = U(1)
p é o subgrupo p-Sylow de Z×

p , temos que Zp oU(1)
p é o subgrupo p-Sylow de

Aff(Zp). �

O grupo G é topologicamente finitamente gerado se G possui um subgrupo abstrato
finitamente gerado e denso. Dizemos que G é topologicamente gerado pelos elementos
x1, · · · , xd seG = ⟨x1, · · · , xd⟩. Denotamos por d(G) a menor cardinalidade de um conjunto
de geradores topológicos para G convergindo para 1, isto é, com a propriedade de que todo
subgrupo aberto U ≤o G contém quase todos os elementos deste conjunto. A cardinalidade
d(G) também é chamada de posto de G.

Proposição 1.1.3. Para todo grupo profinito G, defina o subgrupo de Frattini Φ(G) como a
interseção dos subgrupos próprios fechados maximais de G. Assim, vale que:

(I) [RZ10, Prop. 2.8.2] Se G = lim←−G/Ui para Ui �c G, então Φ(G) = lim←−Φ(G/Ui).

(II) [RZ10, Cor. 2.8.5] Se HΦ(G) = G para algum subgrupo fechado H ≤c G, então
H = G.

(III) [RZ10, Lem. 2.8.6] Se d(G) é finito, então d(G) = d(G/Φ(G)).

(IV) [RZ10, Lem. 2.8.7] Se G for pro-p, todo subgrupo maximal possui índice p, Φ(G) =
Gp[G,G] e o quociente G/Φ(G) é um Fp-espaço vetorial. Assim, G é topologicamente
finitamente gerado se, e somente se, G/Φ(G) possui dimensão finita sobre Fp.

Precisaremos também da propriedade Hopfiana:



1.1 Grupos profinitos e pro-p 11

Proposição 1.1.4 ([Ser97, Exer. 1, Sec. III.4.2]). Sejam G um grupo profinito topolo-
gicamente finitamente gerado, e ϕ : G → G uma sobrejeção contínua. Então, ϕ é um
isomorfismo.

Sejam Γ um grupo abstrato e C uma classe de grupos finitos. O completamento pro-C de
Γ, denotado por Γ̂C , é o grupo profinito dado pelo limite inverso

Γ̂C = lim←−
Γ/∆∈C

Γ/∆

dos quocientes de Γ que pertencem a C. Quando C consiste em todos os grupos finitos,
denotamos Γ̂C apenas por Γ̂ e o denominamos o completamento profinito de Γ, e quando C
consiste em todos os p-grupos finitos, denotamos Γ̂C por Γ̂p e o denominamos o completamento
pro-p de Γ (que é sempre um grupo pro-p).

O núcleo do homomorfismo induzido ι : Γ→ Γ̂C é dado pela interseção dos subgrupos
normais ∆ cujo quociente Γ/∆ pertence à C. Seja X uma classe de grupos profinitos.
Dizemos que Γ é residualmente X se os núcleos de todos os epimorfismos Γ→ Γ/∆ com
Γ/∆ ∈ X se intersectam trivialmente. Se X consiste de todos os p-grupos finitos, dizemos
que Γ é residualmente p.

O seguinte resultado será importante no Capítulo 5 ao estabelecermos a validade da
Conjectura de Atiyah para grupos de Dëmushkin. Assim, faremos a sua demonstração:

Lema 1.1.5 ([JZS19, Prop. 5.1]). Sejam X uma classe grupos pro-p fechada para subgrupos
e extensões, G um grupo pro-p topologicamente finitamente gerado e

· · · ≤o Gn ≤o · · · ≤o G2 ≤o G1 ≤o G0 = G

uma sequência de subgrupos normais abertos de G tais que
⋂∞
n=0Gn = {1}. Se, para cada

n ≥ 1, existe um subgrupo fechadoQn ≤c Gn tal queQn é normal emGn−1 eGn−1/Qn ∈ C,
então G é residualmente C.

Demonstração. Para todo n ≥ 1, sejaX um conjunto completo de representantes das classes
laterais em G/Gn−1 e defina Q̃n =

⋂
x∈X xQnx

−1. Note que o homomorfismo contínuo

Gn−1/Q̃n →
∏
x∈X

Gn−1/xQnx
−1

gQ̃n 7→
(
gxQnx

−1
)
x∈G/Gn−1

está bem definido e é injetivo. ComoX é fechada para extensões eG/Gn−1 é finito, o produto
do lado direto está em X . Assim, como X é fechada para subgrupos, podemos concluir
também que Gn−1/Q̃n ∈ X .
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Agora, para cada n ≥ 1, tome Ωn =
⋂n
i=1 Q̃i. Temos que a sequência de subgrupos Ωn

satisfaz:
∞⋂
n=1

Ωn ⊆
∞⋂
n=1

Q̃n ⊆
∞⋂
n=1

Qn ⊆
∞⋂
n=1

Gn−1 = {1} .

Desta forma, para mostrarmos que G é residualmente X , é suficiente mostrarmos que
G/Ωn ∈ X para todo n ≥ 1.

Prosseguiremos por indução sobre n. Para n = 1, temos

G/Ω1 = G/Q̃1 = G0/Q̃1 .

Como sabemos queGn−1/Q̃n ∈ X para todo n ≥ 1, o passo base está demonstrado. Suponha
agora que G/Ωi ∈ X para todo i < n. A sequência exata curta

1→ Ωn−1/Ωn → G/Ωn → G/Ωn−1 → 1

garante, pela hipótese de indução, que é suficiente mostrarmos que Ωn−1/Ωn ∈ X , uma vez
que X é fechada para extensões. Porém, X também é fechada para subgrupos, e, como
Ωn = Ωn−1 ∩ Q̃n, o grupo Ωn−1/Ωn ≃ Ωn−1Q̃n/Q̃n é um subgrupo de Gn−1/Q̃n. Podemos,
então, concluir que Ωn−1/Ωn ∈ X como desejado.

Seja X um conjunto qualquer. Um grupo pro-p F é dito um grupo pro-p livre sobre o
conjunto X se existe uma função ι : X → F tal que V contém quase todos os elementos de
ι(X) para todo subgrupo aberto V de F e tal que para toda função f : X → G de X em
um grupo pro-p G com a propriedade de que todo subgrupo aberto U de G contém quase
todos os elementos de f(X) existe um único homomorfismo contínuo ϕ : F → G tal que
f = ϕ ◦ ι. O grupo pro-p livre F = F (X) sobre o conjunto X existe e é único a menos de
único isomorfismo, e todo grupo pro-p G é um quociente de um grupo pro-p livre.

Dado um subconjunto R ⊆ F (X), dizemos que ⟨X | R⟩ é uma apresentação pro-p para
um grupo pro-p G se existe um isomorfismo entre G e F (X)/N onde N é a interseção de
todos os subgrupos normais fechados de F (X) contendo R. Neste caso, dizemos que G é
gerado por X sujeito às relações R, e utilizamos a notação G ≃ ⟨X | R⟩ ou

G ≃ ⟨x1, · · · , xn | r1 = · · · = rm = 1⟩

se X = {x1, · · · , xn} e R = {r1, · · · , rm}. Se ⟨X | R⟩ é uma apresentação abstrata para
um grupo abstrato G, então, ao identificarmos R com um subconjunto do grupo pro-p livre
F (X), temos que ⟨X | R⟩ é uma apresentação pro-p para o completamento pro-p Ĝp.
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Seja G um grupo pro-p e defina o posto-de-subgrupos de G por:

rk(G) = sup{d(H) | H ≤c G} ,

isto é, rk(G) é o supremo das cardinalidades dos conjuntos de geradores topológicos
convergindo para 1 dos subgrupos fechados H de G. Se rk(G) <∞, dizemos que G possui
posto-de-subgrupos finito. Um grupo pro-p G é dito analítico p-ádico se, e somente se, G
possui posto-de-subgrupos finito [DdSMS03, Teo. 8.1].

Proposição 1.1.6 (Serre, cf. [Laz65, Teo. III.3.4.5] e [DdSMS03, Exer. 1 do Cap. 3]). Os
grupos pro-p analíticos p-ádicos formam uma classe fechada para extensões.

1.2 G-espaços e G-módulos

Os grupos abelianos topológicos sobre os quais G age continuamente (à esquerda) por
automorfismos compõem a categoria dos G-módulos. Há entretanto significativas diferenças
entre as teorias dos G-módulos discretos e dos G-módulos profinitos, de tal forma que estes
merecem tratamentos diferenciados. Em particular, os G-módulos discretos formam uma
subcategoria Dgmod(G) ideal para o desenvolvimento da cohomologia do grupoG, enquanto
que osG-módulos profinitos Pgmod(G) se mostram mais adequados para o desenvolvimento
da homologia de G.

Seja X um espaço discreto ou profinito. Dizemos que G age continuamente (à esquerda)
sobre o espaçoX se existe uma função contínua : G×X → X (denotada por (g, x) 7→ g ·x)
satisfazendo 1 · x = x para todo x ∈ Xe g1 · (g2 · x) = (g1g2) · x para todos x ∈ X e
g1, g2 ∈ G. Se X possuir a estrutura adicional de grupo topológico abeliano, então dizemos
que G age continuamente (à esquerda) sobre o grupo topológico abeliano X se a ação sobre
o espaço se der por automorfismos de X . Se X for um espaço discreto ou profinito com
uma ação contínua de G, dizemos que X é um G-espaço. A definição anterior presta-se
naturalmente a uma definição análoga de ação contínua de G sobre X à direita.

Seja G um grupo profinito. Se G age continuamente sobre um espaço X , para um ponto
x ∈ X dizemos que o conjunto

Ox = {g · x | g ∈ G}

é a órbita de x pela ação de G. Analogamente, dado um subconjunto S ⊆ X , podemos
definir a órbita

OS = {g · x | g ∈ G, s ∈ S}
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de S pela ação de G. Para x ∈ X , definimos também o subgrupo fechado

Gx = {g ∈ G | gx = x}

chamado de estabilizador de x em G. No caso em que X é discreto, Gx também é um
subgrupo aberto de G. Nesta seção, a principal referência é [RZ10].

Sejam g1 e g2 elementos de G. Dizemos que a ação de G sobre X é fiel, ou que G age
fielmente sobre X , se para quaisquer g1 e g2 em G tais que g1 ̸= g2 existe x ∈ X tal que
g1x ̸= g2x; ou seja, se GX = {1}. Dizemos que a ação de G sobre X é livre, ou que G age
livremente sobre X , se para quaisquer g1, g2 ∈ G tais que g1 ̸= g2 tem-se que g1x ̸= g2x para
todo x ∈ X; ou seja, se Gx = {1} para todo x ∈ X . Dizemos que um subconjunto R ⊆ X é
G-invariante se OR ⊆ R, isto é, g · r ∈ R para todo r ∈ R e g ∈ G. Em outras palavras, se
R é fechado para a ação de G. Neste caso, G também age continuamente sobre o subespaço
R com a ação herdada de X .

Definimos o espaço dos pontos de fixos de X , denotado por XG, como o conjunto
G-invariante dado pelos elementos de X fixados por todo elemento de G:

XG = {x ∈ X | gx = x ∀g ∈ G} .

Como XG é a interseção dos equalizadores entre a identidade IdX e g · (−) : X → X para
g ∈ G, temos queXG é sempre fechado e, portanto, é novamente umG-espaço. SeX possuir
uma estrutura de grupo topológico abeliano, então XG também é um subgrupo de X .

Um G-módulo discreto (respectivamente, um G-módulo profinito) é um grupo abeliano
discreto (respectivamente, profinito) M dotado de uma ação contínua G ×M → M por
automorfismos de M . Se M é um G-módulo discreto (respectivamente, profinito), então M
também é um H-módulo discreto (respectivamente, profinito) para todo subgrupo fechado
H ≤c G. Quando formos explicitamente nos referir à estrutura de H-módulo em um
G-módulo M , denotaremos este H-módulo por ResGHM .

Se M é um G-módulo discreto, então o estabilizador Gm de cada elemento m ∈M é um
subgrupo aberto de G, e esta propriedade caracteriza os G-módulos discretos. Se G é um
grupo pro-p, qualquer G-módulo simples, discreto e p-aniquilado (isto é, todo elemento não
trivial possui ordem p) é isomorfo a Fp com ação trivial.

Se M é um G-módulo profinito, então todo subgrupo aberto N de M contém um
G-submódulo aberto. Dizemos que um subconjunto {xi}i∈I ⊆M gera M como G-módulo
profinito se M é o menor subgrupo fechado G-invariante contendo {xi}i∈I .

Proposição 1.2.1 ([Bru66, Cor. 1.5]). Sejam G um grupo pro-p e M um G-módulo
pro-p. Então, {xi}i∈I é um conjunto gerador de M como G-módulo se, e somente se,
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{xi + (G− 1)M}i∈I gera topologicamente o quociente MG. Em particular, {xi}i∈I é um
conjunto gerador de M como G-módulo se, e somente se, {xi + (G− 1)M + pM}i∈I gera
topologicamente o quociente MG/Φ(MG).

Seja M um G-módulo à esquerda discreto ou profinito e defina o G-módulo dual

M∨ = Hom(M,Q/Z)

como o grupo abeliano aditivo de todos os homomorfismos contínuos de M em Q/Z. Para
todo elemento ϕ ∈M∨, definimos uma ação à esquerda de G sobre ϕ como:

(gϕ)(x) = ϕ(g−1x) , ∀x ∈M .

Se ψ : M → N é um homomorfismo de G-módulos, então o homomorfismo induzido
ψ∨ : N∨ → M∨ através da pré-composição com ψ comuta com a ação sobre o dual assim
definida. Na topologia compacto-aberto, M∨ é novamente umG-módulo, e seM for discreto
e de torção (respectivamente, profinito) então M∨ é profinito (respectivamente, discreto e
de torção). A dualidade de Pontryagin-van Kampen afirma a existência de um isomorfismo
natural M ≃M∨∨.

Um anel profinito Λ é um anel associativo e unitário topológico isomorfo a um limite
inverso lim←−Λi de anéis finitos discretos Λi. Um Λ-módulo (à esquerda) profinito (respectiva-
mente, discreto) M é um grupo abeliano profinito (respectivamente, discreto) dotado de uma
ação contínua de Λ sobre M por endomorfismos tal que 1m = m para todo m ∈M .

Todo grupo abeliano profinito e todo grupo abeliano discreto de torção possuem uma
única estrutura de Ẑ-módulo. Todo grupo abeliano pro-p e todo grupo abeliano discreto
p-primário possui uma única estrutura como Zp-módulo. Além disso, todo Zp-módulo
discreto é necessariamente p-primário.

Sejam X um espaço profinito, M um Λ-módulo profinito e ι : X → M uma função
contínua. Dizemos que (M, ι) é um Λ-módulo profinito livre sobre o espaço X se para
toda função contínua ϕ : X → N de X em um Λ-módulo profinito N existe um único
homomorfismo ϕ : M → N de Λ-módulos estendendo ϕ. Isto é,M é um Λ-módulo profinito
livre sobre X se o seguinte diagrama comuta:

M ..........
∃!ϕ

✲ N

X

ι
✻

ϕ

✲
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Se (X, ∗) é um espaço profinito com um ponto distinguido ∗ ∈ X e ι : (X, ∗) → (M, 0)

é uma função contínua entre espaços com pontos distinguidos, dizemos que (M, 0, ι) é
um Λ-módulo profinito livre sobre o espaço com ponto distinguido (X, ∗) se M satisfaz
uma propriedade universal análoga. Estes módulos existem, são únicos a menos de único
isomorfismo e são denotados por [[ΛX]] e [[Λ(X, ∗)]].

Proposição 1.2.2 ([RZ10, Exer. 5.2.4]). Sejam Λ um anel profinito e Y e Z subespaços
fechados de (X, ∗) tais que ∗ ∈ Y e ∗ ̸∈ Z.

(a) As inclusões induzem isomorfismos:

[[ΛZ]]→ ⟨Z⟩ ⊆ [[Λ(X, ∗)]] ,

[[Λ(Y, ∗)]]→ ⟨Y ⟩ ⊆ [[Λ(X, ∗)]] ,

[[ΛZ]]→ ⟨Z⟩ ⊆ [[ΛX]] ;

(b) Os quocientes induzem isomorfismos:

[[Λ(X, ∗)]]/[[Λ(Y, ∗)]] ≃ [[Λ(X/Y, ∗)]] ,

[[ΛX]]/[[ΛZ]] ≃ [[Λ(X/Z,Z)]] ;

(c) Se (Y, ∗) =
⋂
i∈I(Yi, ∗) e Z =

⋂
j∈J Zj onde Yi e Zj são subconjuntos fechados de

(X, ∗) para todo i e j, então

[[Λ(Y, ∗)]] =
⋂
i∈I

[[Λ(Yi, ∗)]] e [[ΛZ]] =
⋂
j∈J

[[ΛZj]] .

Dizemos que um anel profinito Λ é uma Ω-álgebra para um anel profinito comutativo
Ω se há um homomorfismo contínuo de anéis profinitos ι : Ω→ Λ tal que a imagem de Ω

está contida no centro de Λ. Se Λ é uma Ω-álgebra com homomorfismo ι : Ω→ Λ, A é um
Λ-módulo profinito à direita, B é um Λ-módulo profinito à esquerda e M é um Ω-módulo,
dizemos que uma função contínua

ϕ : A×B →M

é Λ-balanceada se para quaisquer a, a′ ∈ A, b, b′ ∈ B e λ ∈ Λ temos:

ϕ(a+a′, b) = ϕ(a, b)+ϕ(a′, b) , ϕ(a, b+b′) = ϕ(a, b)+ϕ(a, b′) , ϕ(aλ, b) = ϕ(a, λb) .

Dizemos que um Ω-módulo profinito M é o produto tensorial completo de um Λ-módulo
profinito à direta A com um Λ-módulo profinito à esquerda B se existe uma função Λ-



1.2 G-espaços e G-módulos 17

balanceada A×B →M denotada por (a, b) 7→ a ⊗̂ b tal que para todo Ω-módulo profinito
N e função Λ-balanceada ϕ : A× B → N existe um único homomorfismo de Ω-módulos
ϕ̂ : M → N tal que ϕ̂(a ⊗̂ b) = ϕ(a, b):

M .............
∃! ϕ̂

✲ N

A×B

✻

ϕ

✲

A existência e unicidade de M = A ⊗̂Λ B seguem das mesmas propriedades para o produto
tensorial usual por um processo limite. Algumas propriedades do produto tensorial completo
são resumidas a seguir:

Proposição 1.2.3 ([RZ10, Prop. 5.5.3 e 5.5.4]). Sejam Λ uma Ω-álgebra para algum
anel profinito comutativo Ω e A e B dois Λ-módulos profinitos à direita e à esquerda
respectivamente. Então:

(a) Se
0→M0 →M1 →M2 → 0

é uma sequência exata curta de Λ-módulos à esquerda (respectivamente, à direita), então

A ⊗̂Λ M0 → A ⊗̂Λ M1 → A ⊗̂Λ M2 → 0

(respectivamente, M0 ⊗̂Λ B →M1 ⊗̂Λ B →M2 ⊗̂Λ B → 0)

é uma sequência exata de Ω-módulos. Em outras palavras, os funtoresA ⊗̂Λ− e−⊗̂ΛB

são covariantes e exatos à direita.

(b) Se A′ e B′ também são Λ-módulos à direita e à esquerda respectivamente, temos:

(A×A′) ⊗̂ΛB ≃ (A ⊗̂ΛB)× (A′ ⊗̂ΛB) , A ⊗̂Λ (B×B′) ≃ (A ⊗̂ΛB)× (A ⊗̂ΛB
′) .

Assim, os funtores A ⊗̂Λ − e − ⊗̂Λ B comutam com produtos diretos finitos.

(c) Vale que A ⊗̂Λ Λ ≃ A e Λ ⊗̂Λ B ≃ B.

(d) Se A ou B forem finitamente gerados como Λ-módulos profinitos, então

A ⊗̂Λ B ≃ A⊗Λ B ,

onde A⊗Λ B denota o produto tensorial abstrato sobre Λ.
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(e) Se Λ é comutativo, então A ⊗̂Λ B = B ⊗̂Λ A com a devida identificação dos Λ-módulos
à esquerda e à direita.

Suponha que exista uma ação contínua à esquerda deΛ sobreA por endomorfismos contínuos,
e que essa ação seja compatível com a ação à direita no seguinte sentido: para quaisquer λ
e λ′ em Λ, ω ∈ Ω e a ∈ A, vale que

λ(aλ′) = (λa)λ′ , e ωa = aω .

Então:

(f) O Ω-módulo profinito A ⊗̂Λ B é um Λ-módulo profinito à esquerda com ação dada por

λ(a ⊗̂ b) = (λa) ⊗̂ b , ∀a ∈ A , b ∈ B e λ ∈ Λ .

(g) O Ω-módulo discreto HomΛ(A,C) é um Λ-módulo discreto à esquerda com ação dada
por

(λϕ)(a) = ϕ(aλ) , ∀ϕ ∈ HomΛ(A,C) e λ ∈ Λ .

(h) Vale a fórmula de adjunção: o homomorfismo

Ψ: HomΛ(B,HomΛ(A,C))→ HomΛ(A ⊗̂Λ B,C)

dado por
Ψ(ϕ)(a ⊗̂ b) = ϕ(b)(a)

para todo a ∈ A, b ∈ B e ϕ ∈ HomΛ(B,HomΛ(A,C)) é um isomorfismo de Ω-módulos
discretos.

Seja Λ um anel profinito comutativo e defina a álgebra de grupo completa [[ΛG]] como o
limite inverso

[[ΛG]] = lim←−
U�oG

[Λ(G/U)]

das álgebras de grupo [Λ(G/U)] onde U percorre os subgrupos normais abertos de G.
Definimos a multiplicação em [[ΛG]] como a única extensão contínua da multiplicação
G×G→ G→ [[ΛG]].

Proposição 1.2.4 ([RZ10, Prop. 5.3.6]). Seja G um grupo profinito e M um G-módulo
discreto de torção ou um G-módulo profinito. Então:

(a) Existe uma única estrutura de [[ẐG]]-módulo sobre M compatível com a inclusão
G→ [[ẐG]].
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(b) Se M for um G-módulo discreto p-aniquilado ou um G-módulo pro-p, existe uma única
estrutura de [[ZpG]]-módulo sobre M compatível com a inclusão G→ [[ZpG]].

(c) Temos
[[ZpG]]/p[[ZpG]] ≃ [[FpG]] ,

e qualquer G-módulo discreto ou profinito que seja p-aniquilado possui uma única
estrutura de [[FpG]]-módulo compatível com a inclusão G→ [[FpG]].

Sejam H um subgrupo fechado de G e M um H-módulo discreto à esquerda. Definimos
o módulo coinduzido CoindGH(M) como o grupo abeliano discreto de H-homomorfismos
contínuos

CoindGH(M) = {f ∈ C1(G,M) | f(hg) = hf(g) para todo g ∈ G , h ∈ H}

dotado de uma ação contínua à esquerda de G dada por

(gf)(g′) = f(g′g) .

Se M é um H-módulo profinito, temos um módulo induzido

IndGHM = [[ẐG]] ⊗̂[[ẐH]] M

onde a ação de G é dada pela multiplicação à esquerda no fator [[ẐG]].

Proposição 1.2.5. Para todo [[FpG]]-módulo M e todo subgrupo fechado H ≤c G, temos
um G-isomorfismo natural:

IndGHM ≃M ⊗̂Fp [[Fp(G/H)]] ≃ [[Fp(H\G)]] ⊗̂Fp M .

Em particular, [[Fp(G/H)]] ≃ [[Fp(H\G)]]⋆ é o módulo induzido IndGH Fp. Além disso, se
H é aberto em G, então IndGHM possui uma filtração de [[FpG]]-submódulos

0 =M0 < M1 < · · · < Mk−1 < Mk = IndGHM

tal que k = [G : H] e cada quociente Mi/Mi−1 é isomorfo a M .

1.3 Cohomologia em Dgmod(G)

Seja M um G-módulo discreto. O grupo das n-cocadeias contínuas de G em M é o
grupo abeliano aditivo Cn(G,M) de todas as funções contínuas f : Gn →M . Definimos o
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operador de cobordo dn : Cn(G,M)→ Cn+1(G,M) através da fórmula:

(dnf)(g1, · · · , gn+1) = g1f(g2, · · · , gn+1) +
n∑
i=1

(−1)if(g1, · · · , gigi+1, · · · , gn+1)

+ (−1)n+1f(g1, · · · , gn) .

Definimos o grupo dos n-cociclos Zn(G,M) como o seu núcleo

Zn(G,M) = Ker(dn) = {f ∈ Cn(G,M) | df = 0}

e o grupo dos n-cobordos Bn(G,M) como a imagem do operador anterior

Bn(G,M) = Im(dn−1) = {f ∈ Cn(G,M) | existe h ∈ Cn−1(G,M) tal que f = dh} .

Vamos convencionar queC0(G,M) ≃M é o espaço das funções constantes, que (d0m)(g) =

gm−m para todo g ∈ G e m ∈ M e que Cn(G,M) = 0 (e portanto dn = 0) para n < 0.
Temos que dn+1 ◦ dn = 0 para todo n ∈ N. O n-ésimo grupo de cohomologia é então dado
por

Hn(G,M) = Zn(G,M)/Bn(G,M) .

Temos H0(G,M) ≃ MG, e, se a ação de G sobre M for trivial, temos H1(G,M) ≃
Hom(G,M). Se G for um grupo pro-p, denotaremos os grupos Hn(G,Fp) simplesmente
por Hn(G).

Se ϕ : G→ H é um homomorfismo de grupos profinitos, então a pré-composição com ϕ

induz homomorfismos nos grupos de cohomologia

Hn(ϕ) : Hn(H,M)→ Hn(G,M) .

Um fenômeno análogo ocorre se há um homomorfismo ψ : M → N de G-módulos e
realizamos a composição Cn(G,ψ) com ψ, de forma que também obtemos homomorfismos

Hn(ψ) : Hn(G,M)→ Hn(G,N)

nos grupos de cohomologia.
Se M é um G-módulo discreto, então

Hn(G,M) = lim−→
U�oG

Hn(G/U,MU)
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onde U percorre os subgrupos normais abertos de G. Para todo G-módulo discreto M , os
grupos Hn(G,M) são grupos de torção. A inclusão ι : H → G induz homomorfismos

resGH : Hn(G,M)→ Hn(H,M)

nos grupos de cohomologia dadas pela restrição das n-cocadeias a H:

(resGH x)(h1, · · · , hn) = f(h1, · · · , hn) se f ∈ Cn(G,M) representa x ∈ Hn(G,M) .

Este homomorfismo é chamado de restrição e sua imagem independe da escolha de represen-
tante f da classe x ∈ Hn(G,M).

Sejam M um G-módulo discreto e N um subgrupo normal fechado de G. A ação
contínua de G sobre o G-módulo discreto MN se fatora através de uma ação contínua de
G/N e portanto estão definidos os grupos de cohomologia Hn(G/N,MN). A composição
dos homomorfismos induzidos pela projeção G→ G/N e pela inclusão MN →M definem
homomorfismos

infGG/N : Hn(G/N,MN)→ Hn(G,M)

chamados de inflações. Sua ação em um elemento x ∈ Hn(G/N,MN) é dada por

(infGG/N x)(g1, · · · , gn) = f(g1N, · · · , gnN) se f ∈ Cn(G/N,MN)

representa x ∈ Hn(G,M) .

Existe um homomorfismo de grupos abelianos tr : H1(N,M)G → H2(G/N,MN) chamado
transgressão tal que obtemos uma sequência exata de grupos abelianos:

0→ H1(G/N,MN)
infGG/N→ H1(G,M)

resGN→ H1(N,M)G/N

tr→ H2(G/N,MN)
infGG/N→ H2(G,M) .

Para toda sequência exata curta

0→M ′ ι→M
π→M ′′ → 0

de G-módulos discretos existem homomorfismos canônicos

δn : Hn(G,M ′′)→ Hn+1(G,M) (n ≥ 0)

chamados de homomorfismos conectores tais que a sequência longa

0→ H0(G,M ′)
H0(ι)→ H0(G,M)

H0(π)→ H0(G,M ′′)
δ0→ H1(G,M ′)

H1(ι)→ · · ·
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é uma sequência exata natural. Em outras palavras, H∗(G,−) é o funtor derivado à direita
do funtor aditivo covariante exato à esquerda M 7→MG em Dgmod(G). Logo, H∗(G,−) é
um funtor cohomológico covariante universal.

Temos um homomorfismo canônico de H-módulos à esquerda CoindGH(M)→M dado
por f 7→ f(1). Este homomorfismo é compatível com a inclusão H → G, de forma que ela
induz um homomorfismo nos grupos de cohomologia

Hn(G,CoindGH(M))→ Hn(H,M) .

Em todas as dimensões n, o homomorfismo

Hn(G,CoindGH(M))→ Hn(H,M)

é um isomorfismo natural em M , chamado de isomorfismo de Faddeev-Eckmann-Shapiro.
Se U é um subgrupo aberto de G e M é um G-módulo, temos um homomorfismo de G

módulos ϕ : CoindGU (M)→M natural em M dado da seguinte forma: fixando um conjunto
transversal finito {gi} de U em G, definimos

ϕ(f) =
∑
gi

g−1
i f(gi) .

A composição

Hn(U,M)
Shapiro−1

→ Hn(G,CoindGU M)
Hn(ϕ)→ Hn(G,M)

é o homomorfismo que chamamos de correstrição corGU : H
n(U,M)→ Hn(G,M).

Proposição 1.3.1 ([Ser97, Exer. 1 da Sec. I.2.6]). Seja Γ um grupo discreto, e seja f : Γ→ G

um homomorfismo injetivo de Γ em um grupo profinito G, cuja imagem é densa em G. Então,
para todo G-módulo discreto finito M e todo n ∈ N, são equivalentes:

A(n) A aplicação induzida Hq(G,M) → Hq(Γ,M) é bijetiva para q ≤ n e injetiva para
q = n+ 1.

B(n) A aplicação induzida Hq(G,M)→ Hq(Γ,M) é sobrejetiva para todo q ≤ n.

C(n) Para todo x ∈ Hq(Γ,M) com 1 ≤ q ≤ n, existe um G-módulo discreto finito M ′

contendo M tal que a imagem de x em Hq(Γ,M)→ Hq(Γ,M ′) é nula.

D(n) Para todo x ∈ Hq(Γ,M) com 1 ≤ q ≤ n, existe um subgrupo Γ0 de Γ, imagem inversa
de um subgrupo aberto de G, tal que a imagem de x em Hq(Γ,M)→ Hq(Γ0,M) é
nula.
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Além disso, A(0), B(0), C(0) e D(0) são sempre verdadeiras. Os grupos de cohomologia
Hq(Γ,M) denotam a cohomologia abstrata do grupo abstrato de Γ.

Dizemos que a p-dimensão cohomológica de G é o menor inteiro não-negativo cdp(G)
tal que a componente p-primária Hn(G,M)(p) de Hn(G,M) é nula para todo n > cdp(G)
e G-módulo discreto de torção M . Se tal inteiro não existe, postulamos que cdp(G) =∞. A
dimensão cohomológica de G é o supremo das p-dimensões cohomológicas sobre todos os
primos p:

cd(G) = sup
p primo

cdp(G) .

Tem-se cdp(G) ≤ k se, e somente se„ para todo G-módulo discreto simples p-aniquilado
M , vale Hk+1(G,M) = 0. Um grupo pro-p G satisfaz cd(G) ≤ k se, e somente se,
Hk+1(G,Fp) = Hk+1(G) = 0. Um grupo pro-p G é pro-p livre se, e somente se, cd(G) ≤ 1.

A p-dimensão cohomológica estrita de G é o menor inteiro não negativo scdp(G) tal que
a componente p-primária Hn(G,M)(p) é nula para todo n > scdp(G) e G-módulo discreto
qualquer M . Se tal inteiro não existe, definimos scdp(G) = ∞ e definimos a dimensão
cohomológica estrita de G como o supremo

scd(G) = sup
p primo

scdp(G) .

Para todo grupo profinito G e primo p, tem-se:

cdp(G) ≤ scdp(G) ≤ cdp(G) + 1 .

Se G é um grupo pro-p e d(G) é a cardinalidade de um conjunto minimal de geradores de
G convergindo para 1, vale a fórmula

d(G) = dimFp H
1(G) .

O número minimal de relações em uma apresentação pro-p minimal de G é dimFp H
2(G).

Seja G um grupo pro-p com cd(G) <∞. Suponha que os grupos Hn(G,Fp) = Hn(G)

sejam finitos para todo n ∈ Z, e defina a característica de Euler-Poincaré de G como a soma
alternada:

χ(G) =
∞∑
n=0

(−1)n dimFp H
n(G) .

Proposição 1.3.2 ([Ser97, Exer. 1 da Sec. I.4]). Se U é um subgrupo aberto de um grupo pro-
p G tais que os grupos Hn(G) são finitos para todo n ∈ Z, então os grupos de cohomologia
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Hn(U) também são finitos para todo n ∈ Z e vale que

χ(U) = [G : U ]χ(G) .

Proposição 1.3.3 (Fórmula do posto para grupos pro-p livres [Ser97, Ex. 4 da Sec. I.4]).
Seja F = F (n) o grupo pro-p livre sobre um conjunto de n elementos. Temos que
n = d(F ) = 1− χ(F ), e para todo subgrupo aberto U ≤o F , temos que U é também é um
grupo pro-p livre topologicamente finitamente gerado e seu número minimal de geradores
satisfaz

d(U)− 1 = [F : U ](d(F )− 1) .

Corolário 1.3.4 (Desigualdade do posto para grupos pro-p). SejaG um grupo pro-p topologi-
camente finitamente gerado. Então, todo subgrupo aberto U deG também é topologicamente
finitamente gerado e seu número minimal de geradores satisfaz a desigualdade

d(U)− 1 ≤ [G : U ](d(G)− 1) .

Reciprocamente, um grupo pro-G topologicamente finitamente gerado é grupo pro-p
livre se, e somente se, tem-se

d(U)− 1 = [G : U ](d(G)− 1)

para todo subgrupo aberto U de G ([Ser97, Exer. I.4.2.4]).
Uma função Z-bilinear ϕ : M1 ×M2 → M3 entre G-módulos discretos é dita um G-

pareamento se ϕ(gm1, gm2) = gϕ(m1,m2) para qualquer g ∈ G, m1 ∈ M1 e m2 ∈ M2.
Assim, o mapa canônico M1 × M2 → M1 ⊗Z M2 é um G-pareamento, e qualquer G-
pareamento ϕ : M1 ×M2 → M3 induz um único homomorfismo ϕ̃ : M1 ⊗Z M2 → M3 de
G-módulos. Existem únicas aplicações bilineares

∪ : H i(G,M1)×Hj(G,M2)→ H i+j(G,M3)

que estendem ϕ em dimensão zero, chamadas produtos cup. Estas aplicações são funtoriais
em M1, M2 e M3 e compatíveis com os homomorfismos conectores δ.

SeR é um anel discreto sobre o qualG age trivialmente, então a multiplicaçãoR×R→ R

é um G-pareamento e induz uma multiplicação graduada nos grupos de cohomologia

∪ : H i(G,R)×Hj(G,R)→ H i+j(G,R) .

Esta multiplicação é realizada simplesmente pela multiplicação de classes: se f ∈ Ci(G,R)

representa x ∈ H i(G,R) e h ∈ Cj(G,R) representa y ∈ Hj(G,R), então x ∪ y ∈
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H i+j(G,R) é representada pela função

(f · h)(g1, · · · , gi+j) = f(g1, · · · , gi)h(gi+1, · · · , gi+j) .

1.3.1 Grupos de dualidade de Poincaré

Definição 1.3.5. Seja G um grupo pro-p. Dizemos que G satisfaz a dualidade de Poincaré
em dimensão n se as seguintes condições P1-P3 são satisfeitas:

P1 H i(G) = H i(G,Fp) é finito para todo i ∈ N;

P2 dimFp H
n(G) = 1;

P3 O produto cup

∪ : H i(G)×Hn−i(G)→ Hn(G) , i ≥ 0 qualquer

é uma forma bilinear não degenerada, isto é, y 7→ (x 7→ x ∪ y) é um isomorfismo para
todo y ∈ H i(G).

Neste caso, G é dito um grupo de dualidade de Poincaré (em dimensão n). Também será
útil considerarmos as condições P1 e P3 restritas apenas para dimensões menores do que ou
iguais a n:

P1’ H i(G) é finito para todo 1 ≤ i ≤ n;

P2’ dimFp H
n(G) = 1;

P3’ Os produtos cup

∪ : H i(G)×Hn−i(G)→ Hn(G) , 1 ≤ i ≤ n

são formas bilineares não degeneradas.

Proposição 1.3.6 ([Ser97, Prop. I.32]). Seja G um grupo pro-p satisfazendo em dimensão n
as condições P1’-P3’ dadas na Definição 1.3.5. Se G é infinito, então G satisfaz a dualidade
de Poincaré em dimensão n.

Exemplo 1.3.7 ([Ser97, Exer. 1 da Sec. I.4.5]). Se G é um grupo pro-p comutativo, então é
equivalente:

(a) cd(G) = n;



1.3 Cohomologia em Dgmod(G) 26

(b) G é isomorfo a Znp ;

(c) G é um grupo de dualidade de Poincaré em dimensão n.

Exemplo 1.3.8 ([Laz65, Teo. V.2.5.8]). Todo grupo pro-p analítico p-ádico de dimensão n
livre-de-torção é também um grupo de dualidade de Poincaré de dimensão n. Em particular,
Znp é um grupo de dualidade de Poincaré em dimensão n para todo n ∈ N. �

Dizemos que um G-módulo discreto e de torção I é o módulo dualizante de G em
dimensão n se para todo G-módulo discreto finito M existe um isomorfismo natural em M

de grupos abelianos:

Hn(G,M)∨ = HomZ(H
n(G,M),Q/Z) ≃ HomG(M, I) .

Proposição 1.3.9 ([Ser97, Prop. I.30 e seu Cor.]). Seja G um grupo pro-p de dualidade de
Poincaré em dimensão n. Então, o módulo dualizante I de G em dimensão n está definido e
temos:

(a) Se M é um G-módulo discreto p-aniquilado, então H i(G,M) é finito para todo i ∈ N e
o produto cup

∪ : H i(G,M)×H i(G,M∗)→ Hn(G) ≃ Fp

induzido pelo G pareamento de M com o seu dual M∗ = HomFp(M,Fp) é uma forma
bilinear não degenerada (a ação de G sobre M∗ é dada por (gf)(m) = f(g−1m)).

(b) Todo subgrupo aberto U de G é um grupo de dualidade de Poincaré em dimensão n, e a
correstrição corGU : H

n(U)→ Hn(G) é um isomorfismo em dimensão n.

(c) I é isomorfo a Qp/Zp como grupo abeliano.

(d) O homomorfismo canônico i : Hn(G, I)→ Q/Z é um isomorfismo entre Hn(G, I) e um
subgrupo isomorfo a Qp/Zp.

(e) Para todoG-módulo discreto finito p-primárioM , defina M̃ = HomZ(M, I) com a ação
de G dada por (gf)(m) = gf(g−1m). Então, para todo i ∈ N, o produto cup

∪ : H i(G,M)×Hn−i(G, M̃)→ Hn(G, I) ≃ Qp/Zp

induzido pelo G-pareamento (m, f) 7→ f(m) é uma dualidade entre os dois grupos
finitos H i(G,M) e Hn−i(G, M̃), isto é, as aplicações

H i(G,M)→ HomZ(H
n−i(G, M̃),Qp/Zp) ≃ Hn−i(G, M̃)∨
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e
Hn−i(G, M̃)→ HomZ(H

i(G,M),Qp/Zp) ≃ H i(G,M)∨

são isomorfismos.

Uma vez que AutG(I) é isomorfo ao grupo das unidades p-ádicas Z×
p , a ação de G sobre

I induz um homomorfismo canônico

χ : G→ Z×
p

denominado invariante ciclotômico de G, cuja imagem está contida no subgrupo U1
p das

unidades principais (congruentes à 1 (mod p)).

Corolário 1.3.10 ([Ser97, Prop. I.31]). Seja G um grupo pro-p de dualidade de Poincaré
em dimensão n, e seja χ : G→ Zp seu invariante ciclotômico. Para que scd(G) seja igual à
n+ 1 é necessário e suficiente que Im(χ) seja finita.

Exemplo 1.3.11 ([Ser97, Exer. 5 da Sec. I.4.5]). SeH é um subgrupo fechado próprio de um
grupoG de dualidade de Poincaré em dimensão n, então a restrição resGH : Hn(G)→ Hn(H)

é nula em dimensão n. Além disso, se [G : H] =∞, isto é, se H não for aberto em G, temos
que cd(H) ≤ n− 1. �

1.4 Homologia em Pgmod(G)

Sejam G um grupo profinito e M um G-módulo profinito. Definimos o n-ésimo grupo
de homologia de G com coeficientes em M como n-ésimo funtor derivado à esquerda

Hn(G,M) = Tor[[ẐG]]
n (Ẑ,M)

do produto tensorial completoM 7→ Ẑ⊗̂[[ẐG]]M . Assim, o funtorHn(G,−) : Pgmod(G)→
pro-ab é um funtor homológico covariante, coapagável e universal [RZ10, Prop. 6.1.9].
Temos

H0(G,M) ≃ Ẑ ⊗̂[[ẐG]] M ≃MG

através da função Ẑ-balanceada (λ,m) 7→ λm ∈MG.
Para todo subgrupo fechado H de G e todo H-módulo profinito M temos um homomor-

fismo canônico de H-módulos à esquerda ι : M → IndGHM dado por m 7→ 1 ⊗̂m. Este
homomorfismo composto com a troca de tensores completos induz o isomorfismo de Shapiro
na homologia: em todas as dimensões n, o homomorfismo

Hn(H,M)→ Hn(G, Ind
G
H(M))
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é um isomorfismo natural em M .
No Capítulo 5, utilizaremos a construção da soma direta profinita de módulos profinitos

para interpretarmos homologicamente a desigualdade de Hanna Neumann. Esta construção é
dada através de feixes de módulos profinitos e de seus morfismos, como definido a seguir.

Sejam X um espaço profinito e Λ um anel profinito. Um feixe de Λ-módulos profinitos à
esquerda sobreX é um espaço profinitoM, chamado espaço base, dotado de uma sobrejeção
contínua π :M→ X com as seguintes propriedades:

(a) Para todo x ∈ X , a fibraM(t) = π−1(x) é um Λ-módulo profinito como subespaço de
M.

(b) Definindo
M2 = {(m1,m2) ∈M×M | π(m1) = π(m2)} ,

as funções µM :M2 →M e ρM : Λ×M→M dadas por µG(m1,m2) = m1 −m2 e
ρM(λ,m) = λm são contínuas.

Definimos um feixe de Λ-módulos profinitos à direita sobre X de forma análoga.
Se α′ : X → X ′ é uma função contínua entre dois espaços profinitos eM eM′ são

feixes de Λ-módulos sobre X e X ′, respectivamente, um morfismo de feixes é um par (α, α′)

onde α :M→M′ é uma função contínua tal que o diagrama

M
α
✲M′

X

π
❄

α′
✲ X ′

π′

❄

comuta e a restrição de α|M(x) :M(x) →M(α′(x)) é um homomorfismo de Λ-módulos.
Em particular, se X = X ′ e α′ = IdX , um morfismo de feixes de Λ-módulos sobre X é uma
função contínua de espaços base que induz homomorfismos nas fibras.

Se X ′ = {∗} é um espaço discreto de um só elemento, então todo Λ-módulo profinito M
pode ser visto como um feixe sobre X ′. Desta forma, também está definido um morfismo
α :M → M de um feixe de Λ-módulos profinitos M sobre um espaço profinito X em
um Λ-módulo profinito M . A aplicação α é nada menos que uma função contínua cujas
restrições às fibras são homomorfismos.

Sejam X um espaço profinito eM um feixe de Λ-módulos profinitos à esquerda sobre
X . Dizemos que M ∈ Pmodesq(Λ) é uma soma direta profinita do feixe M se existe
um morfismo ι :M→M com a seguinte propriedade universal: para qualquer morfismo
ϕ :M → M ′ de M em um Λ-módulo profinito M ′ existe um único homomorfismo de
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Λ-módulos ϕ̃ : M →M ′ tal que ϕ = ϕ̃ ◦ ι.

M
ι
✲ M

M ′

ϕ̃
❄

.........
ϕ ✲

Temos queM sempre existe e está definido a menos de um isomorfismo único. A soma direta
profinita é denotada por

M ≃
⊔
x∈X

M(x) .

Lema 1.4.1 ([Mel90, Lem. 3.3]). SejaM um feixe de [[ΛG]]-módulos sobre um espaço
profinito X para algum grupo profinito G e anel profinito Λ. Então, temos

Hn

(
G,
⊔
x∈X

M(x)

)
≃
⊔
x∈X

Hn(G,M(x)) .

Corolário 1.4.2 (Fórmula das classes duplas). Seja G um grupo profinito e H e K dois
subgrupos fechados de G. Então, para todo anel profinito Λ, temos um isomorfismo de
[[ΛK]]-módulos profinitos:

[[Λ(G/K)]] ≃
⊔

x∈H\G/K

[[Λ(H/H ∩ xKx−1)]]

1.5 Construções pro-p livres

Sejam {Gα | α ∈ A} grupos pro-p. Uma família de homomorfismos {ψα,j : Gα → K}
em um grupo pro-p K é dita convergente se todo subgrupo normal aberto H de K contém
quase todas as imagens ψα,j(Gα). Dizemos que um grupo pro-p G é um produto livre dos
grupos Gα se existem homomorfismos contínuos convergentes φα : Gα → G tais que para
todo grupo pro-p H e homomorfismos contínuos convergentes ψα : Gα → H existe um único
homomorfismo contínuo ψ : G→ H fazendo o diagrama abaixo comutar:

G

Gα

φα
✻

ψα
✲ H

ψ

✲
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O produto pro-p livre G sempre existe e é único a menos de único isomorfismo por sua
propriedade universal, e o denotaremos por

G =
∐
α∈A

Gα .

Alguns fatos fundamentais sobre produtos pro-p livres serão necessários para o nosso
estudo da propriedade de Howson em produtos pro-p livres no Capítulo 4. O primeiro deles
é que o produto pro-p livre satisfaz:

Proposição 1.5.1. Sejam G1 e G2 grupos pro-p não-triviais e tome G = G1

∐
G2. Então,

G é infinito.

Também necessitaremos do fato de que, assim como no caso abstrato, o número minimal
de geradores topológicos é aditivo sob a operação de produtos pro-p livres:

Teorema 1.5.2 (Versão pro-p do Teorema de Grushko-Neumann [Lub82, Prop. 2.9]). Sejam
G e H dois grupos pro-p finitamente gerados. Então, d(G

∐
H) = d(G) + d(H).

Dado um grupo pro-p G e um subgrupo fechado H deste, precisaremos de ferramentas
para testarmos se H é um fator livre de G, isto é, se existe um subgrupo fechado K de G tal
que G ≃ H

∐
K. O seguinte critério será também usado no Capítulo 4:

Lema 1.5.3 ([Lub82, Lem. 3.1]). Sejam F um grupo pro-p livre finitamente gerado e H um
subgrupo fechado de F . Então, são equivalentes:

(a) H é um fator livre de F , isto é, existe um subgrupo fechado K de F tal que a aplicação
H
∐
K → F induzida pelas inclusões é um isomorfismo.

(b) Φ(F ) ∩H = Φ(H).

Esta caracterização dos fatores livres de um grupo pro-p livre topologicamente finitamente
gerado pode ser utilizada para mostrarmos que estes grupos satisfazem uma versão pro-p
da propriedade de M. Hall, isto é, que subgrupos fechados topologicamente finitamente
gerados destes são virtualmente fatores livres; fato que será novamente necessário para o
desenvolvimento dos argumentos do Capítulo 4 sobre produtos pro-p livres.

Teorema 1.5.4 (Versão pro-p do Teorema de Marshall Hall, [Lub82, Teo. 3.2]). Seja F um
grupo pro-p livre de posto 2 ≤ d(F ) <∞. Se H é um subgrupo fechado e topologicamente
finitamente gerado de F , então existe um subgrupo aberto K de F tal que H é um fator livre
de K.

Outro critério que também será aplicado no Capítulo 4 é dado pelo lema a seguir.
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Lema 1.5.5 ([SZ19, Lem. 4.1]). Sejam H um grupo pro-p, F um grupo pro-p livre e
G = H

∐
F . Se K é um subgrupo fechado de G tal que a restrição da projeção G → F

para K é um isomorfismo, então G = H
∐
K.

Se G é um grupo pro-p dado por um produto pro-p livre
∐

α∈AGα e H é um subgrupo
fechado deG, mesmo seH não for um fator livre deG, podemos decomporH em um produto
pro-p livre de subgrupos dos fatores livres Gα e alguns de seus conjugados. Esta é a chamada
decomposição de Kurosh do subgrupo H , em analogia a decomposição existente no caso de
produtos livres entre grupos abstratos. Nos Capítulos 3 e 4, precisaremos de duas versões
pro-p do teorema da decomposição de Kurosh, enunciados a seguir. Chamamos a atenção
para a validade de um teorema de decomposição mais geral do que os aqui enunciados, dado
em [Mel90, Prop. 5.2].

Teorema 1.5.6 (Versão pro-p do Teorema da Decomposição de Kurosh para subgrupos
abertos, [BNW71]). Seja H um subgrupo aberto do produto pro-p livre

G =
∐
α∈A

Gα .

Então, para cada α ∈ A, existe um conjuntoDα de representantes das classes laterais duplas
H\G/Gα tal que as inclusões

{uGαu
−1 ∩H ↪→ H | u ∈ Dα, α ∈ A}

convergem, e H é o produto pro-p livre

H ≃

[ ∐
α∈A,u∈Dα

uGαu
−1 ∩H

]∐
F ,

onde F é um grupo pro-p livre de posto finito.

Teorema 1.5.7 (Versão pro-p do Teorema da Decomposição de Kurosh para subgrupos
finitamente gerados [HR87, Teo. 4.4]). Seja H um subgrupo fechado topologicamente
finitamente gerado do produto pro-p livre

G =
∐
α∈A

Gα .

Então, existe um subconjunto finito AH ⊆ A tal que para cada α ∈ AH existe um conjunto
Dα de representantes das classes laterais duplas H\G/Gα tal que as inclusões

{uGαu
−1 ∩H ↪→ H | u ∈ Dα , α ∈ AH}
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convergem, e H é o produto pro-p livre

H ≃

[ ∐
α∈AH ,u∈Dα

uGαu
−1 ∩H

]∐
F

onde F é um grupo pro-p livre de posto finito. Além disso, temos que αGxα
−1 ∩H = {1}

para todo α ∈ G e x ∈ A− AH .

Também é válido, no universo pro-p, uma versão do Teorema de Howson para subgrupos
topologicamente finitamente gerados de grupos pro-p livres:

Teorema 1.5.8 (Versão pro-p do Teorema de Howson, [Lub82, Prop. 3.6]). Seja F um grupo
pro-p livre de posto finito. Então, a interseção de dois subgrupos topologicamente finitamente
gerados de F é novamente topologicamente finitamente gerada.

A propriedade de Howson é a propriedade dos grupos pro-p que satisfazem o enunciado
deste teorema, isto é, são os grupos pro-pG tais que a interseçãoH∩K de quaisquer subgrupos
fechados topologicamente finitamente gerados H e K de G é novamente topologicamente
finitamente gerada, e será estudada no Capítulo 3.

1.6 Grafos profinitos

Um grafo profinito é um espaço topológico profinito, isto é, compacto, Hausdorff e
totalmente desconexo, denotado por Γ, juntamente com um subconjunto distinguido V (Γ)

não-vazio cujos elementos são denominados vértices de Γ; além disso, deve existir um par de
funções contínuas d0, d1 : Γ → V (Γ) denominadas incidências de Γ que, restritas à V (Γ),
coincidam com a identidade. As arestas de Γ são os elementos de E(Γ) = Γ− V (Γ).

Um subespaço profinito ∆ de Γ é dito um subgrafo de Γ se di(∆) ⊆ ∆ para i ∈ {0, 1}.
Neste caso, temos V (∆) = V (Γ) ∩ ∆ e E(∆) = E(Γ) ∩ ∆. Um quasimorfismo (ou
qmorfismo) de grafos profinitos é uma função contínua ϕ : Γ1 → Γ2 que leva vértices em
vértices. Se ϕ(e) ∈ E(Γ2) para todo e ∈ E(Γ1), isto é, se ϕ leva arestas em arestas, dizemos
que ϕ é um morfismo de grafos profinitos. Um grafo profinito Γ é dito conexo se, para todo
quasimorfismo ϕ : Γ→ A com A um grafo finito, a imagem ϕ(Γ) é conexa como um grafo
abstrato. Uma componente conexa de um grafo profinito Γ é um subgrafo fechado conexo
maximal.

Sejam Λ um anel profinito, Γ um grafo profinito e

(E∗(Γ), ∗) = (Γ/V (Γ), V (Γ))
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o quociente de Γ pelo seu subespaço de vértices V (Γ) com ponto distinguido dado pela
imagem de V (Γ). Denotamos por C(Γ,Λ) o complexo de Λ-módulos profinitos associados à
Γ por

0→ [[Λ(E∗(Γ), ∗)]] d→ [[ΛV (Γ)]]
ϵ→ Λ→ 0 .

O mapa d é induzido por d1 − d0 e ϵ é induzido pela função constante igual a 1. Note que
se E(Γ) é fechado em Γ, temos que [[Λ(E∗(Γ), ∗)]] = [[ΛE(Γ)]]. Os grupos de homologia
de Γ são definidos por

H0(Γ,Λ) = Ker(ϵ)/ Im(d) , H1(Γ,Λ) = Ker(d) .

Se Γ = lim←−Γi, então Hk(Γ,Λ) = lim←−Hk(Γi,Λ). Um grafo profinito Γ é conexo se,
e somente se, H0(Γ,Λ) = 0 para algum (e, logo, para todo) anel profinito Λ. Um grafo
profinito conexo Γ é uma p-árvore se H1(G,Zp) = 0. Equivalentemente, Γ é uma p-árvore
se Hk(G,Zp) = 0 para k ∈ {0, 1}.

Um grafo de grupos pro-p finito é um par de espaços profinitos (G,Γ) e funções contínuas
∂0, ∂1 : G → G tais que Γ é um grafo finito, G =

⋃
x∈Γ G(x) é o espaço profinito dado pela

união disjunta dos grupos pro-p G(x) para cada x ∈ Γ como espaços topológicos e as funções
∂i satisfazem (i) a restrição de ∂i à G(x) é um homomorfismo e sua imagem está contida em
G(di(x)) para todo x ∈ Γ, (ii) ∂i restrita G(v) é a identidade para todo v ∈ V (Γ) e (iii) ∂i
restrita a G(e) é injetiva para todo e ∈ E(Γ). Os grupos G(v) para v ∈ V (Γ) são chamados
grupos de vértices, e os grupos G(e) para e ∈ E(Γ) são chamados de grupos de arestas.
Dado um grafo de grupos pro-p finito G, denotamos por GV o grafo de grupos pro-p finito
dado pela união

⋃
v∈V (Γ) G(v) grupos de vértices.

Se (G,Γ) é um grafo de grupos sobre um grafo finito e conexo Γ, definimos o grupo
fundamental Π1(G,Γ) deste grafo de grupos da seguinte forma: seja T um subgrafo de Γ

dado por uma árvore maximal e seja L = E(Γ)− E(T ). Fazendo FL o grupo pro-p livre
sobre o conjunto L, temos:

Π1(G,Γ) =

 ∐
v∈V (Γ)

G(v)

∐FL

 /N

onde N é o subgrupo fechado gerado como subgrupo normal pelo conjunto

{∂0(x)−1e∂1(x)e
−1 | e ∈ L , x ∈ G(e)} .

Exemplo 1.6.1. SejaG =
∐n

i=1Gi o produto pro-p livre dos gruposGi. Então,G é isomorfo
ao grupo fundamental do grafo de grupos dado pela Figura 1.1.
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G1

G2G3

Gi

1

1
1

1

1

Figura 1.1 Grafo de grupos pro-p associado ao produto pro-p livre
∐n

i=1Gi. Temos G(e) = 1
para toda aresta e.

Além disto, existe uma p-árvore Γ′ padrão sobre a qual G age continuamente tal que
G\Γ′ = Γ [Rib17, Sec. 6.3]. �

Os seguintes resultados acerca da identificação de um grupo pro-p com o grupo funda-
mental de um grafo de grupos pro-p finito serão necessários no Capítulo 4 para a classificação
dos grupos pro-p que satisfazem a propriedade de M. Hall:

Teorema 1.6.2 ([WZ17, Thm. 3.6]). Seja G um grupo pro-p topologicamente finitamente
gerado contendo um subgrupo aberto normal H que se decompõe como um produto livre
pro-p

H =

(
n∐
i=1

Hi

)∐
F

com Hi ̸≃ Zp sendo um grupo pro-p livremente indecomponível para todo 1 ≤ i ≤ n e F
um grupo pro-p livre (não-trivial se n = 1). Então, existe um grafo de grupos pro-p finito e
conexo (G,Γ) tal que:

(1) Temos G ≃ Π1(G,Γ).

(2) Para toda aresta e ∈ E(Γ) temos que H ∩ G(e) = {1}.

(3) Existe um vértice v ∈ V (Γ) tal que H1 = H ∩ G(v).

Corolário 1.6.3 ([WZ17, Cor. B]). Seja G um grupo pro-p topologicamente finitamente
gerado e livre-de-torção. Se G possui um subgrupo aberto U que se decompõe em um
produto pro-p livre não-trivial (isto é, existem subgrupos próprios não triviais H e K de U
tais que U = H

∐
K), então G se decompõe em um produto pro-p livre não trivial.



Capítulo 2

Grupos de Dëmushkin

Grupos de Dëmushkin são, além do principal objeto de estudo desta dissertação, os
análogos pro-p dos grupos de superfície. De fato, grupos de Dëmushkin compartilham
diversas similaridades com os grupos de superfície: no mundo pro-p, eles são os grupos que
satisfazem a dualidade de Poincaré em dimensão 2 com coeficientes em Fp, compartilham
várias propriedades com a classe dos grupos pro-p livres e inclusive contêm estes como
subgrupos fechados de índice infinito. Há também uma apresentação “canônica” para cada
grupo de Dëmushkin G dada em função de seus invariantes d, q e χ, descritos neste capítulo,
reminiscente da apresentação abstrata de um grupo de superfície.

O primeiro trabalho publicado acerca dos grupos de Dëmushkin foi o artigo de 1954 por
Y. Kawada [Kaw54]. Neste período o interesse nestes grupos era puramente aritmético, isto é,
estudavam-se apenas os grupos de Dëmushkin como alguns grupos de Galois de p-extensões
maximais de certos corpos locais. Kawada demonstrou que, se K é uma extensão finita de
Qp de grau n contendo uma raiz p-ésima da unidade não trivial, então o grupo de Galois G
da p-extensão maximal de K é um grupo pro-p com d(G) = n+ 2 geradores e uma única
relação no sentido de uma apresentação pro-p de G. O caso em que K não continha raízes
p-ésimas da unidade não trivais havia sido resolvido por I. Shafarevich, um mentor de S.
Dëmushkin, alguns anos antes em [Sha47]. Além disto, é neste trabalho de Kawada que foi
demonstrada a afirmação de queG deve satisfazer as condições cohomológicas descritas neste
capítulo, que hoje reconhecemos ser a dualidade de Poincaré em dimensão 2 para grupos
pro-p. Assim, Kawada também demonstrou que a relação deste grupo G deve ser “completa”
no sentido de envolver todos os d(G) geradores independente da escolha de conjunto gerador.
O artigo, entretanto, não fornecia uma expressão para a relação definidora de G.

Seguindo o trabalho de Kawada, no caso em que K contém todas as raízes p-ésimas da
unidade, A. Skopin demonstrou em um artigo de 1955 [Sko55] que todos os quocientes finitos
do grupo de Galois associado G, isto é, os grupos de Galois correspondendo a p-extensões
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finitas de K, são imagens homomórficas de um grupo abstrato de superfície. Isto fortaleceu
ainda mais a convicção de que a apresentação pro-p de G deveria ser similar às apresentações
abstratas dos grupos de superfície. Além disto, em [FS59], Skopin e seu orientador de
doutorado D. Faddeev obtiveram uma demonstração mais simples para os resultados de
Kawada.

O primeiro estudo dos grupos satisfazendo a condição cohomológica de Kawada por
seu próprio interesse algébrico foi publicado em 1961 no artigo [Dë61] de S. Dëmushkin
([dj"omuSkjin], ou DYÔ-mush-quin). Buscando caracterizar todos os grupos pro-p topolo-
gicamente finitamente gerados e sujeitos a uma única relação completa, Dëmushkin foi o
primeiro a obter uma fórmula “canônica” para a apresentação pro-p de G em função dos
invariantes numéricos d e q. Com a publicação de seu artigo seguinte [Dë63] em 1963, sua
classificação corresponde à parte (1) (q ̸= 2) do Teorema 2.3.9.

Durante os anos 60 deu-se sequência à busca por uma fórmula “canônica” descrevendo a
relação de um grupo de Dëmushkin para q = 2. O caso em que d(G) é ímpar foi classificado
por J. P. Serre em 1964 [Ser64], e o caso em que d(G) é par foi classificado de forma
independente em 1965 por Dëmushkin em [Dë65] e por J. Labute em sua tese de doutorado
[Lab67], orientado por Serre e J. Tate. O livro de J.P. Serre [Ser97] e a tese de J. Labute
[Lab67] são as principais referências para este capítulo.

Na Seção 2.1, definimos os grupos de Dëmushkin e seus invariantes numéricos d e q,
bem como fornecemos diversos exemplos concretos destes grupos como o grupo cíclico
Z/2Z, subgrupos do grupo de transformações afins Aff(Zp) e alguns completamentos pro-p
de grupos de superfície. Na Seção 2.2, exploramos o papel do invariante ciclotômico χ, um
objeto algébrico associado aos grupos de Dëmushkin que refina o invariante q. Na Seção 2.3,
demonstramos o Teorema de Classificação dos grupos de Dëmushkin como feito em [Lab67],
e exploramos alguns de seus corolários.

2.1 Definição e os invariantes numéricos d e q

Para um grupo pro-p G, denotamos os grupos de cohomologia H i(G,Fp) simplesmente
por H i(G). Relembramos que há um isomorfismo H1(G) ≃ (G/Φ(G))∗; em particular,
se G é topologicamente finitamente gerado, temos também que H1(G) ≃ G/Φ(G) como
Fp-espaços vetoriais. Além disto, a dimensão de H2(G) sobre Fp é igual ao número minimal
de relações em uma apresentação pro-p minimal para G.

Definição 2.1.1. Um grupo pro-p G que satisfaz as condições P1’-P3’ da Definição 1.3.5
em dimensão 2 é dito um grupo de Dëmushkin. Para n = 2, estas condições são:
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D1 H1(G) é finito;

D2 dimFp H
2(G) = 1;

D3 O produto cup
∪ : H1(G)×H1(G)→ H2(G)

é uma forma bilinear não degenerada.

Assim, todo grupo de DëmushkinG é um grupo pro-p topologicamente finitamente gerado
sujeito a uma única relação por D1 e D2 respectivamente. Tendo em vista a Proposição 1.3.6,
ou G é finito, ou G satisfaz a dualidade de Poincaré em dimensão 2 e logo cd(G) = 2.

Exemplo 2.1.2. Pelo Exemplo 1.3.7, Z2
p é um grupo de Dëmushkin, e o único grupo de

Dëmushkin infinito e comutativo a menos de isomorfismo. �

Antes de apresentarmos mais exemplos de grupos de Dëmushkin, vamos definir alguns
invariantes associados a G e explorar algumas de suas propriedades.

Definição 2.1.3. Seja G um grupo de Dëmushkin. O número minimal de geradores
topológicos de G será denotado o invariante d(G) e é igual à dimensão de H1(G) sobre Fp.
Quando o grupo G estiver claro pelo contexto, nos restringiremos a escrever d para d(G).

Escolhamos um conjunto minimal de geradores x1, · · · , xd para G, e consideremos
o homomorfismo quociente canônico F → G do grupo pro-p livre F sobre o conjunto
x1, · · · , xn. Tomemos por L seu núcleo; como dimFp H

2(G) = 1, existe algum elemento
r ∈ L que gera L topologicamente como subgrupo normal. Neste capítulo, F e L sempre
denotarão o grupo pro-p livre e seu subgrupo normal assim definidos.

Notemos que a abelianização F ab de F é isomorfa a Zdp. A aplicação sobrejetora F → G

induz, nas abelianizações, outra sobrejeção F ab → Gab, e seu núcleo é precisamente a imagem
de L em F ab. Esta deve ser deve ser ou trivial, se L estiver contido em [F, F ], ou isomorfa à
Zp uma vez que L é topologicamente gerado pelos conjugados de um único elemento em F .

Proposição 2.1.4. Existe um único inteiro não negativo q, ou igual a 0 ou igual a uma
potência de p, tal que a abelianização de um grupo de Dëmushkin G satisfaz:

Gab ≃ Zp/qZp × Zd−1
p . (2.1)

Demonstração. Mantendo a notação do parágrafo anterior, já mostramos queGab é quociente
de F ab ≃ Zdp por um subgrupo fechado H que é ou trivial ou isomorfo a Zp. Se H for trivial,
a expressão (2.1) é satisfeita com q = 0. Suponha, então, que H ≃ Zp é topologicamente
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gerado por algum elemento y ∈ F ab. Passemos à notação aditiva. Como Φ(Gab) = pGab e a
aplicação induzida nos quocientes de Frattini F ab/Φ(F ab)→ Gab/Φ(Gab) é um isomorfismo,
temos que y está contido no núcleo pF ab da projeção F ab → F ab/Φ(F ab). Assim, como y é
não trivial e os subgrupos pfF ab formam um sistema fundamental de vizinhanças do 0 em
F ab, podemos tomar uma potência pf maximal para a qual existe x ∈ F ab tal que y = pfx.
Pela maximalidade de f , a imagem de x no quociente de Frattini F ab/Φ(F ab) ≃ F ab/pF ab

é não trivial e portanto x pode ser completado em uma base x1, · · · , xd de F ab. Assim,
demonstramos que a expressão (2.1) é satisfeita com q = pf . A unicidade é imediata, uma
vez que q é completamente determinado pela ordem do subgrupo de torção de Gab.

Definição 2.1.5. Definimos o invariante q(G) como o único inteiro não negativo q que
satisfaz a expressão (2.1) da Proposição 2.1.4. Temos que:

q(G) =

0, se Gab é livre-de-torção;

|tor(Gab)| = q, caso contrário.

Quando o grupo G estiver claro pelo contexto, nos restringiremos a escrever q para q(G).

Exemplo 2.1.6. O único grupo de Dëmushkin finito é Z/2Z, a menos de isomorfismo. De
fato, suponha que G seja um grupo de Dëmushkin finito. Como Gab também é finito, pela
fórmula da abelianização de G (Equação (2.1)) devemos ter d = 1, ou seja, G é cíclico de
ordem q. Dado que o produto cup satisfaz uma anticomutatividade graduada, para qualquer
η ∈ H1(G), temos que 2(η∪ η) = 0 emH2(G). Tomando η ̸= 0, uma vez que o produto cup
é não degenerado e H1(G) = ⟨η⟩, podemos concluir que η ∪ η ̸= 0 em H2(G). Entretanto,
H2(G) ≃ Fp é um grupo p-aniquiliado, e η ∪ η possui ordem 2. Assim, p = 2.

Para mostrarmos que q = 2, é suficiente mostrarmos que Z/4Z não é um grupo de
Dëmushkin, uma vez que todo subgrupo aberto de um grupo de Dëmushkin é novamente um
grupo de Dëmushkin. Como a projeção f : Z/4Z → F2 define um gerador de H1(Z/4Z),
basta mostrarmos então que (f∪f)(x, y) = (xy mod 2) é um cobordo. Seja u : Z/4Z→ F2

a 1-cocadeia que se anula apenas em 0 e 1. Um cálculo direto, realizado na Tabela 2.1, nos
mostra que du = f ∪ f como desejado.

0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 0 1
2 0 0 0 0
3 0 1 0 1

Tabela 2.1 Tabela de valores para a 2-cocadeia du : Z/4Z× Z/4Z→ F2
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Alternativamente, podemos olhar quais são as F2-álgebras dadas pelos anéis de cohomo-
logia dos grupos cíclicos Z/2kZ:

H∗(Z/2kZ) =

F2[η, ξ| deg η = 1, deg ξ = 2, η ∪ η = 0], se k > 1 ,

F2[η| deg η = 1], se k = 1 .

Estas fórmulas são encontradas, por exemplo, na Sec. 3.2 de [Eve91]. O único grupo
cujo produto cup H1(Z/2kZ)×H1(Z/2kZ)→ H2(Z/2kZ) é não degenerado é dado pelo
grupo cíclico de ordem 2. Assim, concluímos que há um isomorfismo G ≃ Z/2Z. �

Introduziremos uma construção útil para o cálculo dos produtos cup em grupos pro-p
topologicamente finitamente gerados e sujeitos a uma única relação, sugerida em [Ser64,
Sec. 9] e apresentada em [Lab67]. Esta construção será utilizada no Exemplo 2.1.8 para
exibirmos explicitamente apresentações pro-p de uma família de grupos de Dëmushkin, e na
Seção 2.3 para obtermos o Teorema de Classificação.

Construção 2.1.7. Seja G um grupo pro-p satisfazendo D1 e D2 (|H1(G)| < ∞ e
dimFp H

1(G) = 1) e fixe um conjunto minimal de d geradores x1, · · · , xd. Como
H1(G) ≃ Hom(G,Fp) ≃ Hom(G/Φ(G),Fp), uma base para H1(G) é dada pelas clas-
ses das aplicações ηi : G→ Fp definidas por ηi(xj) = δij .

Por hipótese, existe um isomorfismo entre H2(G) e Fp. Nossa escolha particular de
isomorfismo será dada pela sequência exata de cinco termos e uma apresentação minimal de
G: mantemos a notação de F como o grupo pro-p livre sobre x1, · · · , xd e L como o núcleo
da projeção F → G, gerado como subgrupo normal fechado por r ∈ L. A sequência exata
de cinco de termos

0→ H1(G)→ H1(F )→ H1(L)F
tr→ H2(G)→ H2(F )

nos garante que a transgressão tr é um isomorfismo, uma vez que dimFp H
1(G) =

dimFp H
1(F ) = d. Assim, definimos um isomorfismo r : H2(G)→ Fp dado por

r(θ) = (tr−1θ)(r−1) .

A escolha de r−1 no isomorfismo facilitará o enunciado do Lema 2.3.2 mais adiante.
Relembremos como tr(η) foi definida para uma classe η ∈ H1(L)F : se η é representada

por um homomorfismo f : L → Fp, então estendemos f a uma 1-cocadeia f̃ : F → Fp
através de uma escolha de seção contínua s : F/L→ F . Explicitamente, como a ação de F
sobre Fp é trivial, definimos f̃(x) = f(s(xL)−1x). Como f é um homomorfismo, temos que
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df̃ : F 2 → Fp se anula em L2 e, portanto, se fatora através de F 2 → G2. Deste modo, tr(η)
é a classe em H2(G) representada por df̃ .

Agora, considere a classe de ηi ∪ ηj em H2(G), e vamos inverter a definição da
transgressão para encontrarmos tr−1(ηi ∪ ηj). A inflação infFG(ηi ∪ ηj) é um cobordo, uma
vez queH2(F ) = 0, e, portanto, existe uma função contínua u : F → Fp tal que du : F 2 → Fp
se fatora através da projeção F 2 → G2 e de ηi ∪ ηj : G2 → Fp. Disto, podemos concluir
que du é identicamente nula em L2, isto é, que u, quando restrita a L, é um homomorfismo.
Além disto, como os elementos de Hom(F,Fp) são 1-cociclos, podemos subtraí-los de u sem
alterar o valor de du, e deste modo, após a substituição de u por u−

∑d
i=1 inf

F
G ηi, podemos

sempre assumir que u(xi) = 0 para todo 1 ≤ i ≤ d. Assim, a função u satisfaz

u(xy) = u(x) + u(y)− ηi(x)ηj(y) (2.2)

para quaisquer x e y em F .
Para demonstrarmos que resFL u representa tr−1(ηi ∪ ηj), resta apenas mostrarmos que

resFL u pertence a H1(L)F , isto é, que u(gxg−1) = u(x) para todo x ∈ L e g ∈ G. Para isto,
calculamos através de repetidas aplicações da identidade da equação (2.2):

u(gxg−1)− u(x) = u(gx) + u(g−1) + ηi(gx)ηj(g)− u(x)
= u(gx)− u(g)− ηi(g)ηj(g) + ηi(g)ηj(g) + ηi(x)ηj(g)− u(x)
= u(g) + u(x)− ηi(g)ηj(x)− u(g)− u(x) , pois ηi(x) = 0

= −ηi(g)ηj(x) = 0 , pois ηj(x) = 0 .

Temos então que o elemento tr−1(ηi ∪ ηj) é representado pela classe de resFL u, onde
u : F → Fp se anula na base x1, · · · , xd e satisfaz a identidade da equação (2.2). �

A identidade da equação (2.2) pode ser usada recursivamente para calcular o valor de
r(ηi ∪ ηj) = u(r−1) quando r é expressa em termos dos geradores de F . No Lema 2.3.2,
derivaremos uma fórmula para r(χi ∪ χj) em função de um conjunto gerador minimal
x1, · · · , xd de G. No exemplo a seguir, utilizaremos esta construção diretamente para
verificarmos a condição D3 e apresentarmos uma família de grupos de Dëmushkin não
comutativos.

Exemplo 2.1.8 ([Ser97, Exer. 3 da Sec. I.4.5]). Para cada α ∈ Z×
p e cada potência q > 1 de

p, defina o inteiro p-ádico z = 1 + qα e o grupo pro-p G dado pela apresentação pro-p

G = ⟨x, y | xyx−1 = yz⟩ = ⟨x, y | y−qα[x, y] = 1⟩ , (2.3)
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onde yz é a imagem de z através do isomorfismo Zp ≃ ⟨y⟩ ⊆ G que identifica o gerador 1 de
Zp com y; isto é, se z = limi→∞ zi com cada zi ∈ Z, então yz é o limite das potências yzi .

Vamos primeiro verificar que a apresentação (2.3) é uma apresentação minimal para G.
Tomando o grupo pro-p livre F sobre os símbolos x e y, temos que os duais ηx e ηy de x
e y em H1(F ) se fatoram através de G, e, portanto, também definem classes linearmente
independentes em H1(G). Assim, concluímos que d(G) = 2 e que as classes de ηx e ηy
formam uma base de H1(G) ≃ H1(F ).

Além disso, temos queG não pode ser um grupo pro-p livre. Se este fosse o caso, existiria
um homomorfismo sobrejetor ϕ : G→ Z2

p. Entretanto, tal ϕ iria se fatorar através de Gab,
e como y satisfaz y−qα ≡ 1 (mod [G,G]) e Z2

p é livre-de-torção, deveríamos ter ϕ(y) = 0.
Assim, a imagem de ϕ seria procíclica, gerada por ϕ(x), uma contradição. Logo, podemos
concluir que H2(G) é não trivial, e, uma vez que já fornecemos uma apresentação para G
com uma relação, temos que H2(G) ≃ Fp.

Vamos agora mostrar que G é um grupo de Dëmushkin. Como já demonstramos que
dimFp H

1(G) = 2 e que dimFp H
2(G) = 1, basta mostrarmos que G satisfaz a condição D3.

Para os geradores ηx e ηy de H1(G), seja u : F (x, y) → Fp tal que du representa ηx ∪ ηy
como dado pela Construção 2.1.7.

Da equação (2.2), para todo m ∈ Z e, por continuidade, todo m ∈ Zp, temos que
u(xm) = u(ym) = 0. Também temos, utilizando a relação u(yx) = u(y−1x−1) = 0, que

u([y, x]) = −ηx(yx)ηy(y−1x−1) = 1 .

Desta forma, tomando r = y−qα[x, y], podemos concluir que

r(ηx ∪ ηy) = u([y, x]yqα) = u([y, x]) + u(yqα) + ηx([y, x])ηy(y
qα) = 1 + 0 + 0 .

Assim, ηx ∪ ηy ̸= 0 em H2(G) e, portanto, o produto cup é não degenerado.
Agora, passemos ao seu invariante q(G), uma vez que já demonstramos que d(G) = 2.

Como na demonstração da Proposição 2.1.4, denotando por L o núcleo da projeção F → G,
temos que o núcleo H da sobrejeção induzida F ab → Gab é dado pela imagem de L em F ab.
Uma vez que L é o subgrupo normal fechado gerado por y−qα[x, y], concluímos que H é
topologicamente gerado por y−qα e, uma vez que α é invertível em Zp, também é gerado por
yq. Portanto, obtemos os isomorfismos:

Gab ≃ F ab/H ≃ Zp/qZp × Zp .

Logo, o invariante q(G) coincide com a potência q escolhida na definição de G.
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Por fim, vejamos que todo grupoG dado pela apresentação pro-pminimal da equação (2.3)
se decompõe no produto semidireto H o K onde H e K são os subgrupos fechados
topologicamente gerados por y e x respectivamente. De fato, H é normal em G e seu
quociente G/H é gerado pela imagem de x, e logo é procíclico. Isto significa que a projeção
G→ G/H se fatora através deG→ Gab, comGab → G/H sendo simplesmente o quociente
pelo fator Z/qZ. Assim, G/H ≃ Zp ≃ K, de onde segue a existência de uma seção do
homomorfismo quociente G→ G/H uma vez que Zp é pro-p livre. �

Exemplo 2.1.9. Os grupos do Exemplo 2.1.8 ocorrem todos como subgrupos abertos do
subgrupo p-Sylow de Aff(Zp) ≃ Zp o Z×

p , o grupo de transformações afins de Zp do
Exemplo 1.1.2. Para p ̸= 2, o próprio subgrupo p-Sylow de Aff(Zp) é um grupo de
Dëmushkin com invariante q = p. Para p = 2, o subgrupo 2-Sylow de Aff(Z2) é uma
extensão cindida de um grupo do Exemplo 2.1.8 com invariante q = 2 por Z/2Z.

O subgrupo de Aff(Zp) gerado pelas funções afins τ e s−qα dadas por τ(x) = x + 1 e
s−qα(x) = (1 + qα)x corresponde ao produto semidireto Zp o (1 + qZp), que é isomorfo ao
grupo de Dëmushkin G com apresentação G ≃ ⟨x, y | y−qα[x, y] = 1⟩ como calculamos ao
final do Exemplo 2.1.8. �

Antes de prosseguirmos, observemos que grupos de Dëmushkin satisfazem uma fór-
mula estilo “Schreier”/“Hurewicz” para seus subgrupos abertos e seus invariantes d, que
chamaremos de fórmula do posto:

Proposição 2.1.10 (Fórmula do posto de um grupo de Dëmushkin [Ser97, Exer. 6 da Sec.
I.4.5]). Se G é um grupo de Dëmushkin, então para todo subgrupo aberto U ≤ G temos

d(U)− 2 = [G : U ](d(G)− 2) . (2.4)

Demonstração. Isto é uma consequência imediata de que a característica de Euler-Poincaré
de G é igual a 2− d(G) e da proporcionalidade desta pelo índice (Proposição 1.3.2).

De fato, ainda mais é verdade: a fórmula do posto da Proposição 2.1.10 caracteriza os
grupos de Dëmushkin entre os grupos pro-p finitamente apresentados e 1 relacionados, isto é,
os grupos pro-p satisfazendo as condições D1 e D2 da Definição 2.1.1. Isto foi demonstrado
de forma independente por I. Andozhskii em [And73] e por D. Dummit e J. Labute em
[DL83].

Exemplo 2.1.11. Em 1965, M. Lazard [Laz65, Teo. V.2.5.8] mostrou que todo grupo pro-p
analítico p-ádico de dimensão 2 e livre-de-torção é um grupo de Dëmushkin (Exemplo 1.3.8).
Para um grupo infinito de Dëmushkin G, as seguintes condições são equivalentes:
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(a) G é solúvel;

(b) G é poliprocíclico, isto é, G possui uma série subnormal com quocientes procíclicos;

(c) [G,G] é trivial ou isomorfo à Zp;

(d) G é 2-gerado;

(e) G é analítico p-ádico.

De fato, como G é infinito, temos que d(G) > 1 e portanto a equação (2.1)

Gab ≃ Zp/qZp × Zd−1
p

garante que [G,G] não é aberto em G. Assim, pelo Exemplo 1.3.11, [G,G] é pro-p livre uma
vez que cd([G,G]) ≤ 1.

Agora, novamente a equação (2.1) nos dá (c) =⇒ (b). Segue diretamente das definições
que (b) =⇒ (a). Se G é solúvel, então [G,G] também deve o ser, e, como os únicos grupos
pro-p livres solúveis são Zp ou o grupo trivial a menos de isomorfismo, concluímos que
(a) =⇒ (c). Desta forma, estabelecemos a equivalência das três primeiras propriedades.

Como explicitado no Exemplo 1.3.8, a condição (e) é equivalente a G possuir posto-de-
subgrupos finito, isto é, uma cota superior finita no número minimal de geradores dos seus
subgrupos abertos (ou, equivalentemente, dos seus subgrupos fechados). A fórmula do posto
(Proposição 2.1.10) garante então que (e) ⇐⇒ (d): se d(G) = 2, então d(U) = 2 para todo
U ≤ G aberto, e se d(G) > 2, então d(U) cresce linearmente com [G : U ].

((e) =⇒ (c)) Se d([G,G]) ≥ 2, como [G,G] é pro-p livre, pela Proposição 1.3.3
temos que [G,G] possuiria subgrupos abertos V cujo número minimal de geradores cresce
ilimitadamente. Assim, [G,G] e, portanto, G, não possuiria posto-de-subgrupos finito.

((c) =⇒ (e)) A Proposição 1.1.6 afirma que a classe dos grupos analíticos p-ádicos
é fechada para extensões. Como Gab é analítico p-ádico (pela equação 2.1), se [G,G] for
analítico p-ádico então G também será analítico p-ádico. �

Exemplo 2.1.12 ([Ser97, Exer. 2 da Sec. I.4.5]). Sejam Σ uma 2-variedade real analítica
compacta de gênero g e Γ = π1(Σ) seu grupo fundamental. Suponha que g ≥ 1 se Σ for
orientável ou que g ≥ 2 se Σ for não-orientável. Então, o completamento pro-p G = Γ̂p de Γ
é um grupo de Dëmushkin se, e somente se, p = 2 ou Σ for orientável.

Consideremos os seguintes fatos sobre o grupo abstrato G e a superfície Σ:

(I) Σ é asférica, isto é, πn(Σ) = 0 para n > 1.

(II) Para todo Γ-módulo A, H∗(Γ, A) ≃ H∗(Σ, A).
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Figura 2.1 Todas as superfícies compactas de gênero g são homeomorfas a uma esfera com g
alças, a um cross-cap com (g − 1)/2 alças ou a uma garrafa de Klein com (g − 2)/2 alças.
Nas figura, são representadas as três superfícies respectivamente com 3 alças cada. Temos
g = 3 no caso da esfera, g = 7 no caso do cross-cap e g = 8 no caso da garrafa de Klein.

(III) Se M é um Γ-módulo de torção, então Hk(Γ,M) = 0 para k > 2.

(IV) O produto cup H i(Γ,Fp)×H2−i(Γ,Fp)→ H2(Γ,Fp) é não degenerado.

(V) O grupo Γ pode ser dado pelas apresentações

Γ ≃ ⟨x1, y1, · · · , xg, yg | [x1, y1] · · · [xg, yg] = 1⟩ ,

se Σ for orientável, e pelas apresentações

Γ ≃

⟨x1, · · · , xg | x21[x2, x3] · · · [xg−1, xg] = 1⟩, se g for ímpar

⟨x1, · · · , xg | x21[x1, x2] · · · [xg−1, xg] = 1⟩, se g for par

se Σ for não-orientável.

(VI) Todo subgrupo de índice finito deΓ é novamente o grupo fundamental de uma superfície
M ′ com gênero igual ou superior ao gênero de Σ.

De fato, se C é o recobrimento universal de Σ, então πn(Σ) ≃ πn(C) para todo n > 1,
pela sequência exata longa da filtração [Bre93, Teo. VII.6.7]. Aqui é usado de forma
fundamental as hipóteses sobre o gênero g: para estas superfícies e estas superfícies apenas
temos um recobrimento universal asférico, dado pelo plano Euclidiano (vide observação após
Prop. 7.14 de [Lim03]). Isto estabelece (I).

Tendo (I), a afirmação (II) é consequência de [Eil49, Teo. 14.1], já que (I) implica
em Σ ser um espaço K(Γ, 1) de Eilenberg-MacLane. Para a afirmação (III), notemos
que Hk(Σ,M) = 0 para k > 2 e H2(Σ,Z) é trivial ou isomorfo à Z de acordo com a
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orientabilidade de Σ [Bre93, Cor. VI.7.12]. Pelo Teorema dos Coeficientes Universais
[Bre93, Cor. V.7.2], temos

0→ Ext1Z(Hk−1(Σ,Z),M)→ Hk(Σ,M)→ HomZ(Hk(Σ,Z),M)→ 0

e portanto Hk(Γ,M) ≃ Hk(Σ,M) = 0 para k > 2. (IV) é um caso particular da dualidade
de Poincaré para variedades reais [Bre93, Teo. VI.9.4].

As apresentações (V) são derivadas utilizando técnicas da topologia combinatória na
Seção 47 de [ST80]. O grupo fundamental de uma superfície compacta não-orientável de
gênero g é normalmente exposto pela apresentação

⟨x1, · · · , xg | x21 · · ·x2g = 1⟩ .

A decomposição dessa apresentação nos casos de g ímpar ou g par é dada ao dividirmos
M em duas classes: as superfícies homeomorfas a um cross-cap com (g − 1)/2 alças e as
superfícies homeomorfas a uma garrafa de Klein com (g − 2)/2 alças. Tendo a classificação
das superfícies compactas, essa divisão é uma simples aplicação do Teorema de Seifert-Van
Kampen [Bre93, Cor. III.9.6 e Exer. 1-4 da Sec. III.9]. Essa divisão também forma o
arquétipo da classificação dos grupos de Dëmushkin de [Lab67].

Por fim, (VI) é uma consequência dos seguintes fatos: (a) há uma correspondência entre
recobrimentos de Σ e subgrupos de Γ [Bre93, Teo. III.8.1]; (b) por um recobrimento ser um
homeomorfismo local, todo recobrimento de uma superfície é novamente uma superfície; (c)
todo recobrimento finito de um espaço compacto é compacto [Hat01, Exer. 3 da Sec. 1.3];
(d) todo complexo CW sobre Σ é levantado através de um recobrimento a um complexo CW,
e a quantidade de células é multiplicada pelo grau do recobrimento.

Vamos agora demonstrar que quando Σ é orientável ou quando p = 2, o completamento
pro-p G = Γ̂p de Γ é um grupo de Dëmushkin. Como Γ é residualmente p (Teo. 1 de
[Bau62]), temos um homomorfismo canônico injetivo Γ→ G cuja imagem é densa em G.

Utilizaremos agora a Proposição 1.3.1 para estabelecer uma família de isomorfismos
ρi : H i(G,M)→ H i(Γ,M) naturais em M para todo G-módulo finito discreto p-primário
M . Este argumento é um caso particular do apresentado em [And74, Prop. 14]. Por
A(0), sabemos que ρ0 é um isomorfismo e ρ1 é injetiva. Como M é finito, para toda
f ∈ H1(G,M) existe um subgrupo de índice finito ∆ de Γ, pré-imagem de um aberto U em
G, tal M∆ = M e f(∆) = 0. Assim, todo homomorfismo cruzado f : Γ → M se fatora
em um homomorfismo cruzado Γ/∆ → M . Como H1(G,M) = lim−→H1(G/U,MU), isto
estabelece a sobrejetividade de ρ1. Portanto, por A(1) temos que ρ2 é injetiva.
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Vamos estabelecer agora a propriedade D(2). Como a pré-imagem em Γ do núcleo da
ação G → M é novamente um grupo de superfície, podemos nos reduzir ao caso em que
M ≃ Z/pfZ com ação trivial. ComoM não é necessariamente um corpo, a dualidade de (IV)
pode falhar em ser não degenerada pela presença de um grupo não-trivial Ext1Z(H1(Σ,Z),M).
Entretanto, os mesmos argumentos estabelecem queH1(Σ,M)×H1(Σ,M)→ H2(Σ,M) é
sobrejetiva, isto é, o anel de cohomologia deH∗(Σ,M) é gerado porH1(Σ,M). Assim, D(1)
implica D(2) tomando-se qualquer subgrupo Γ0 de Γ tal que H1(Γ,M)→ H1(Γ0,M) seja
identicamente nula. Este subgrupo existe pela propriedade D(1), uma vez que H1(Γ,M) ≃
Γab/nΓab é finitamente gerado.

Logo, ρ2 é um isomorfismo e ρ3 é injetiva. Por (III), isto mostra que cd(G) ≤ 2. Se Σ é
orientável ou p = 2, então

H2(G,Fp) ≃ H2(Γ,Fp) ≃ H2(Σ,Fp) ≃ Fp .

Isto mostra que dimFp H
2(G) = 1, como desejado. Note que para Σ não-orientável e p ímpar,

temos H2(Σ,Fp) = 0 (cf. [Bre93, Cor. VI.7.12]) e portanto G é pro-p livre.
O invariante d de G é igual a 2g se Σ for orientável ou igual a g se Σ for não orientável.

Como Gab ≃ (̂Γab)p, pelas apresentações (V) podemos concluir que o invariante q(G) é 0 ou
2 dependendo se Σ é novamente orientável ou não. �

2.2 O invariante χ

Se G é um grupo de Dëmushkin infinito, então G satisfaz a dualidade de Poincaré em
dimensão 2. Em particular, existe um G-módulo especial I , chamado módulo dualizante,
para o qual temos isomorfismos naturais

H2(G,A)∨ = HomZ(H
2(G,A),Q/Z) ≃ HomG(A, I)

para todo G-módulo de torção A. O G-módulo I é isomorfo a Qp/Zp como grupo abeliano
(Proposição 1.3.9), e portanto AutZ(I) ≃ Z×

p .

Definição 2.2.1. O homomorfismo contínuo χG : G→ Z×
p definido pela ação de G sobre I

é chamado de invariante ciclotômico de G. Quando o grupo G estiver claro pelo contexto,
escreveremos apenas χ para χG.

A definição do invariante χ se mostra, em um primeiro momento, menos fértil para
cálculos e descrições do que os invariantes numéricos d e q. Entretanto, para grupos de
Dëmushkin, temos uma descrição alternativa para o invariante ciclotômico que é bem mais
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acessível: é a única ação contínua de G sobre Zp para a qual podemos definir arbitrariamente
homomorfismos cruzados de G em Zp a partir de um sistema minimal de geradores para G,
como será feito na Proposição 2.2.2 abaixo. Uma consequência dessa proposição é que o
invariante q pode ser recuperado do invariante χ, pois q = q(G) é a maior potência de p tal
que Im(χ) ⊆ 1 + qZp. Além disso, com essa descrição, podemos derivar uma fórmula para
o invariante ciclotômico de cada exemplo da Seção 2.1.

Proposição 2.2.2 ([Lab67, Prop. 6 e Teo. 4]). Seja G um grupo pro-p topologicamente
finitamente gerado. Dado um homomorfismo contínuo χ : G → Z×

p , defina J = Zp como
grupo abeliano e conceda a ele uma estrutura de G-módulo através de χ. Então, são
equivalentes para χ:

(a) Para todo i ≥ 1, o homomorfismo canônico H1(G, J/piJ)→ H1(G, J/pJ) é sobreje-
tivo;

(b) Para todo i ≥ 1, podemos arbitrariamente definir homomorfismos cruzados de G em
J/piJ a partir de um sistema minimal de geradores de G;

(c) Podemos arbitrariamente definir homomorfismos cruzados de G em J a partir de um
sistema minimal de geradores de G.

Se G for pro-p livre, então todo homomorfismo contínuo χ possui as três propriedades
acima. Se G for um grupo de Dëmushkin infinito e χG for seu invariante ciclotômico, as
propriedades acima são equivalentes a:

(d) χ = χG.

Demonstração. (a) segue trivialmente de (c) e, uma vez que J = lim←− J/p
iJ comoG-módulos,

temos que (b) implica (c). Assim, basta provarmos (a) =⇒ (b), o que faremos por indução
sobre i.

Uma vez que G age trivialmente sobre J/pJ ≃ Fp para qualquer função contínua χ,
ambas as afirmações (a) e (b) são verdadeiras para i = 1. Agora, sejam g1, · · · , gd um
sistema minimal de geradores topológicos de G e escolha a1, · · · , ad elementos arbitrários
de J/piJ com i > 1. Utilizando a hipótese de indução e (b), podemos encontrar um
homomorfismo cruzado d1 : G → J/pJ tal que d1(gi) ≡ ai (mod p), e por (a) podemos
levantá-lo a um homomorfismo cruzado D1 : G → J/piJ . Como D1(gi) ≡ ai (mod p)

e podemos identificar p(J/piJ) ≃ J/pi−1J , existem elementos bi ∈ J/pi−1J tais que
pbi = D1(gi) − ai. Novamente, pela hipótese de indução e (b), existe um homomorfismo
cruzado d2 : G→ J/pi−1J tal que d2(gi) = bi. Temos que D2 = pd2 é um homomorfismo
cruzado de G em J/piJ , e assim D = D1 −D2 é o homomorfismo cruzado desejado.
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Se G é um grupo pro-p livre, a sequência exata curta de G-módulos

0→ J/pi−1J
·p→ J/piJ → J/pJ → 0

induz a sequência exata longa

· · · → H1(G, J/piJ)→ H1(G, J/pJ)→ H2(G, J/pi−1J) = 0

e portanto qualquer função contínua χ possui a propriedade (a).
Suponha agora queG seja um grupo de Dëmushkin infinito e seja I seu módulo dualizante

em dimensão 2. Temos que (d) é equivalente a

HomZ(J/p
iJ, I) ≃ HomG(J/p

iJ, I) , ∀i ≥ 1 .

De fato, supondo (d), para todo g ∈ G sempre podemos escrever χ(g) = χG(g) = zg + piαg

comαg ∈ Z×
p e zg um representante deχ(g) dentro de um conjunto completo de representantes

de J/piJ fixado. Assim, para toda f ∈ HomZ(J/p
iJ, I) e todo a ∈ J/piJ , temos que

f(χ(g)a) = f(zga+ piαga)

= f(zga)

= zgf(a)

= zgf(a) + piαgf(a) , pois pif(J/piJ) = 0

= (zg + piαg)f(a)

= χG(g)f(a) .

((d) =⇒ (a)) Consideremos novamente a sequência exata de G-módulos

0→ J/pi−1J → J/piJ → J/pJ → 0

que induz a sequência exata longa:

· · · → H1(G, J/piJ)→ H1(G, J/pJ)→ H2(G, J/pi−1J)→ H2(G, J/piJ)→ · · ·

Para mostrarmos que o primeiro mapa é sobrejetivo, basta mostrarmos queH2(G, J/pi−1J)→
H2(G, J/piJ) é injetivo. Porém, pela definição do módulo dualizante, isto é equivalente a

HomG(J/p
iJ, I)→ HomG(J/p

i−1J, I)

ser sobrejetiva. Isto é verdade uma vez que I é injetivo na categoria de todos os grupos
abelianos p-primários.
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((a) =⇒ (d)) Vamos mostrar que HomZ(J/p
iJ, I) ≃ HomG(J/p

iJ, I) por indução
sobre i. Como cd(G) = 2 e H1(G, J/piJ) → H1(G, J/pJ) é sobrejetiva por hipótese,
temos uma sequência exata curta

0→ H2(G, J/pi−1J)→ H2(G, J/piJ)→ H2(G, J/pJ)→ 0

que, pela definição de I , nos fornece o seguinte diagrama comutativo:

0 ✲ HomG(J/pJ, I) ✲ HomG(J/p
iJ, I) ✲ HomG(J/p

i−1J, I) ✲ 0

0 ✲ HomZ(J/pJ, I)
❄

∩

✲ HomZ(J/p
iJ, I)

❄

∩

✲ HomZ(J/p
i−1J, I)

❄

∩

✲ 0

Utilizando a hipótese de indução, o resultado sai diretamente pelo Lema dos Cinco.

Como afirmado em [Ser64, Sec. 9], o invariante χ permite então que recuperemos
informações acerca do invariante numérico q, e além disso:

Proposição 2.2.3. O invariante q de um grupo de Dëmushkin é a maior potência de p tal
que Im(χ) ⊆ 1 + qZp.

Demonstração. Suponha que Im(χ) ⊆ 1 + pfZp, e faça G agir sobre Z/pfZ por meio de χ.
Como a ação é trivial, temos por um lado

|H1(G,Z/pfZ)| = |HomZ(G
ab,Z/pfZ)| = mf · pf(d−1)

onde mf = mdc{q, pf}. Por outro lado, a Proposição 2.2.2 garante que homomorfismos
cruzados de G em Z/pfZ podem ser arbitrariamente definidos a partir dos d geradores de G,
e portanto |H1(G,Z/pfZ)| = pfd. Com isto, podemos concluir que mf = pf e, portanto, pf

divide q.

Exemplo 2.2.4. Seja G o grupo de Dëmushkin dado pelo Exemplo 2.1.8, isto é, G é dado
por uma apresentação

G ≃ ⟨x, y | xyx−1 = yz⟩ = ⟨x, y | y−qα[x, y] = 1⟩ ,

onde α ∈ Z×
p , q > 1 é uma potência de p e z = 1 + qα. Fazendo uso da Proposição 2.2.2

iremos estudar o invariante χG.
Para isso, nós utilizaremos da Proposição 2.2.2. Tomemos dois homomorfismos cruzados

contínuosDx eDy deG em J que são levantamentos de ηx e ηy (os duais de x e y emH1(G))
respectivamente. Indução sobre n e aplicações repetidas da definição de homomorfismos
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cruzados nos fornecem as igualdades Dx(y
n) = 0, Dy(y

n) = 1 + χG(y) + · · ·+ χG(y)
n−1,

Dx([x, y]) = 1− χG(y) e Dy([x, y]) = χG(x)− 1.
Assim, como y−qα[x, y] = 1 em G, temos:

0 = Dx(y
−qα[x, y]) = Dx(y

−qα) + χG(y)
−qαDx([x, y])

= χG(y)
−qα(1− χG(y)) ,

de onde podemos concluir que χG(y) = 1 e, portanto, queDy(y
m) = m para todom ∈ Zp, e

0 = Dy(y
−qα[x, y]) = Dy(y

−qα) + χG(y)
−qαDy([x, y])

= −qα+ χG(x)− 1 ,

de tal forma que obtemos χG(x) = 1 + qα = z.
Deste modo, obtemos uma fórmula para χG : G→ Z×

p em função dos geradores x e y.
Note que y ∈ Ker(χG). Pelo Corolário 1.3.10, podemos também concluir que scd(G) = 2

salvo o caso p = q = 2 e α = −1. Nele, temos que z = −1 e portanto que Im(χG) = {±1},
de onde segue que scd(G) = 3. �

Exemplo 2.2.5. No Exemplo 2.1.9, mostramos que o subgrupo p-Sylow G do grupo de
transformações afins Aff(Zp) é dado pela apresentação

G ≃ ⟨x, y | xyx−1 = y1+p⟩ = ⟨x, y | y−p[x, y] = 1⟩

no caso em que p ̸= 2. Em virtude do cálculo realizado no Exemplo 2.2.4, sabemos que a ima-
gem do invariante ciclotômico χG inclui o subgrupo multiplicativo fechado topologicamente
gerado por 1 + p, e, portanto, é infinita. Logo, scd(G) = scdp(G)(Aff(Zp)) = 2. �

Exemplo 2.2.6. Como no Exemplo 2.1.12, seja Γ = π1(Σ) o grupo fundamental de uma
superfície compacta Σ de gênero g, onde g ≥ 1 se Σ for orientável ou g ≥ 2 caso contrário.
Então, o completamento pro-p G = Γ̂p de Γ é um grupo de Dëmushkin se p = 2 ou se Σ

for orientável. A mesma técnica utilizada no Exemplo 2.2.4 nos fornece que, caso Σ seja
orientável, χG é trivial, e, caso Σ seja não-orientável, χG(x1) = −1 e χG(xi) = 1 para todo
i > 1. Em ambos os casos, temos scd(G) = 3 pelo Corolário 1.3.10. Resumimos estes
invariantes na Tabela 2.2. �

Exemplo 2.2.7 ([Ser64, Teo. 4.2]). Sejam K uma extensão finita de grau n do corpo de
números p-ádicos Qp, K(p) a p-extensão galoisiana maximal de K, isto é, o grupo de Galois
G = Gal(K(p)/K) é o quociente pro-p maximal do grupo de Galois absoluto de K. Seja q a
maior potência de p tal que o corpoK contenha todas as raízes q-ésimas da unidade. Se q = 1,
um teorema de Shafarevitch [Sha47] ([Ser97, Teo. II.3]) garante que G é pro-p livre sobre
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Invariante Σ orientável Σ não-orientável
d(G) 2g g
q(G) 0 2

Im(χG) {1} {±1}
Tabela 2.2 Invariantes associados ao completamento pro-p de grupos de superfícies.

n+1 geradores. Se q ̸= 1, entãoG é um grupo de Dëmushkin com d(G) = n+2 e q(G) = q

[Ser97, Teo. II.4]. Além disto, se q ̸= 1, então o módulo dualizante I de G é isomorfo, como
G-módulo discreto, ao G-módulo discreto µ formado por todas as raízes da unidade no fecho
algébrico de K(p) por [Ser97, Teo. II.1]. Em particular, o invariante ciclotômico χG é dado
pela ação de G sobre as raízes pf -ésimas da unidade no fecho algébrico de K(p). �

2.3 Classificação dos grupos de Dëmushkin

Seja G um grupo de Dëmushkin infinito. Nas duas seções anteriores, definimos
seus invariantes d(G), q(G) e χG. Pela Proposição 2.2.3, sabemos que a informação
do invariante q(G) está codificada no invariante χG como a maior potência de p tal que
Im(χG) ⊆ 1 + q(G)Zp. Como veremos nesta seção (Corolário 2.3.12), estes invariantes
determinam completamente o grupo G a menos de isomorfismo. Ainda mais, podemos
separar o invariante algébrico χG em dois invariantes numéricos f(G) e a(G), determinados
pela imagem Im(χG), de tal forma que d, q, f e a formam um conjunto de invariantes
numéricos que determinam G a menos de isomorfismo.

No Corolário 2.3.14, determinaremos a imagem de χG. No caso q(G) ̸= 2, os invariantes
d e q determinam G, dado que Im(χ) = 1+ qZp (caso (1) do Teorema 2.3.9). Se q(G) = 2 e
d(G) é ímpar, temos que Im(χ) = {±1} × U(f)

2 para algum f ≥ 2, possivelmente infinito
(caso (2) do Teorema 2.3.9). Neste caso, os invariantes d, q e f determinam unicamente
o grupo G a menos de isomorfismo. Por fim, se d(G) é par (caso (3) do Teorema 2.3.9),
definimos

a(G) = [Im(χ) : Im(χ)2] .

Se a = 2 (caso (3.A) do Teorema 2.3.11), temos Im(χ) = U[f ]
2 , e se a = 4 (caso (3.B) do

Teorema 2.3.11), temos Im(χ) = {±1} × U(f)
2 , ambos pelo Corolário 2.3.14. Em ambos os

casos, temos que d, q, f e a determinam G a menos de isomorfismo.
Estas afirmações serão demonstradas através da derivação de uma apresentação pro-p

para G dada em função destes invariantes d, q e χ. Conectaremos as apresentações pro-p
de G com o produto cup na cohomologia através de bases simpléticas na Seção 2.3.1, e
estudaremos seu comportamento sob mudanças de base através dos sucessivos quocientes da
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série q-central na Seção 2.3.2. Na Seção 2.3.3, enunciamos e demonstramos o Teorema de
Classificação (Teorema 2.3.9) dado em [Lab67, Teo. 3], e exploramos sua conexão com o
invariante ciclotômico χG na Seção 2.3.4. A referência que seguiremos é [Lab67].

2.3.1 Formas simpléticas em grupos de Dëmushkin

Seja G grupo de Dëmushkin pro-p com invariantes d(G) = n e q(G) = q. Sejam
R = Zp/qZp e κ = Fp. Consideremos a série q-central de F = F (n) o grupo pro-p livre em
n geradores:

F1 = F , Fk+1 = F q
k [Fk, F ] (k ≥ 1) .

Temos que Fk+1 �c Fk, e cada quociente Fk/Fk+1 é um R-módulo livre de posto finito.
Além disso, nos sucessivos quocientes F1/Fk temos que os comutadores de ordem k − 2 são
centrais, assim como as qk−2 potências.

Escrevamos G = F/L com L o subgrupo fechado normal de F gerado por um elemento
r ∈ F2. Se q ̸= 0, então existe s ∈ F tal que sq ≡ r (mod [F, F ]). Denotando por
ε : F → G o quociente canônico, defina σ = ε(s) ∈ G.

Lema 2.3.1. O elemento s é único módulo [F, F ], e para todo η ∈ H1(G,R) o valor η(σ)
não depende da escolha de s.

Demonstração. Seja s′ ∈ F tal que s′q ≡ r (mod [F, F ]). Então, módulo [F, F ], temos a
igualdade s′q ≡ sq, de onde segue que (s′s−1)q ≡ 1. Logo, s′ ≡ s, poisF/[F, F ] ≃ Znp é livre-
de-torção. Assim, fazendo σ′ = ε(s′), temos que σ′σ−1 ∈ [G,G]. Como G age trivialmente
sobre R, vale que [G,G] ∈ Ker(η), de onde podemos concluir que η(σ) = η(σ′).

Relembremos a técnica da Construção 2.1.7 para o cálculo do produto cup: identifiquemos
H2(G,R) com R através da transgressão H1(L,R)F → H2(G,R) e escolhamos r−1 como
o gerador topológico de L como subgrupo fechado normal; a escolha do inverso de r como
gerador nos fornecerá a relação na ordem crescente das variáveis mais adiante. Notemos
que um elemento de H1(L,R)F é unicamente definido pelo seu valor em r−1, e portanto
H1(L,R)F ≃ R através do isomorfismo ψ 7→ ψ(r−1). Logo, o isomorfismo r que leva
H2(G,R) em R é dado por

r(θ) = tr−1 θ(r−1) .

Como o produto cup é não degenerado, a composição com r define uma forma simplética
sobre R. Para uma classe θ ∈ H2(G,R), tomemos c = infFG θ. Como H2(F,R) = 0, temos
que existe u ∈ C1(F,R) tal que du = c. Fixada uma base x1, · · · , xn de F , podemos subtrair
de u os elementos duais de xi em H1(F,R) para sempre garantirmos que nossa escolha de u
satisfaça u(xi) = 0 para todo 1 ≤ i ≤ n. Observemos que u(r−1) = r(θ).
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Agora, notemos que sempre podemos encontrar únicos coeficientes ai e aij em R para
escrevermos r em função de base x1, · · · , xn de F :

r ≡
n∏
i=1

xqaii

∏
1≤i<j≤n

[xi, xj]
aij (mod F3) .

Notemos que σ ≡ xa11 · · ·xann (mod [F, F ]).

Lema 2.3.2. Seja χ1, · · · , χn a base dual de x1, · · · , xn em H1(F,R) ≃ H1(G,R). Então,
temos:

r(χi ∪ χj) =


aij , se i < j ,

−aji, se i > j ,(
q
2

)
ai, se i = j .

Demonstração. Para θ = χi ∪ χj , tomemos u ∈ C1(F,R) como construído acima, de forma
que u(r−1) = r(χi ∪ χj). Recordemos que

u(xy) = u(x) + u(y)− χi(x)χj(y) ∀x, y ∈ F .

Desta igualdade segue que u(1) = 0 e que u(x−1
h ) = −χi(xh)χj(xh) para todo 1 ≤ h ≤ n.

Além disso, se c ∈ C2(F,R) representa infFG χi ∪ χj , temos que c é identicamente nula em
F2 × F2; de fato, basta verificar a nulidade nos geradores pois c possui um comportamento
“bilinear” herdado do produto cup. Assim, resFF2

u é um homomorfismo que se fatora por
F2/F3. Agora, calculemos, primeiramente para h < k:

u([xh, xk]) = u(xhxkx
−1
h x−1

k )

= u(xh) + u(xkx
−1
h x−1

k )− χi(xh)χj(xkx−1
h x−1

k )

= u(xkx
−1
h x−1

k ) + χi(xh)χj(xh)

= u(xk) + u(x−1
h x−1

k )− χi(xk)χj(x−1
h x−1

k ) + χi(xh)χj(xh)

= u(x−1
h x−1

k ) + χi(xk)χj(xh) + χi(xk)χj(xk) + χi(xh)χj(xh)

= u(x−1
h ) + u(x−1

k )− χi(x−1
h )χj(x

−1
k )

+ χi(xk)χj(xh) + χi(xk)χj(xk) + χi(xh)χj(xh)

= δikδjh − δihδjk

=


−1, se i = h e j = k ,

1, se i = k e j = h ,

0, caso contrário.



2.3 Classificação dos grupos de Dëmushkin 54

Agora, se i ̸= j, temos u(xmh ) = 0 para todo m ∈ Z. Por outro lado, se i = j, obtemos:

u(xm+1
h ) = u(xmh )− χi(xmh )χi(xh) = u(xmh )−mδih .

Por indução sobre m, mostra-se que

u(xmh ) = −
(
m

2

)
δih m ≥ 1 .

Assim, o resultado segue da linearidade de u em F2/F3.

Lema 2.3.3. Se q ̸= 0, então existe um elemento χσ ∈ H1(G,R) tal que para todo
η ∈ H1(G,R) tem-se r(η ∪ χσ) = η(σ). Além disso, para todo η ∈ H1(G,R) tem-se

r(η ∪ η) =
(
q

2

)
η(σ) .

Demonstração. Fixemos uma base x1, · · · , xn de F e tomemos a base dual χ1, · · · , χn em
H1(F,R) levantada da mesma emH1(G,R). Suponhamos que exista χσ com tal propriedade,
e escrevamos χσ =

∑n
i=1 biχi. Assim, o Lema 2.3.2 nos fornece para todo 1 ≤ i ≤ n a

igualdade:

−
i−1∑
j=1

bjaji +

(
q

2

)
biai +

n∑
j=i+1

bjaij = r(χi ∪ χσ) = χi(σ) = ai

As n equações acima definem um sistema linear sobre R nas variáveis bj . Este sistema
linear sempre possui única solução já que o produto cup é uma forma simplética e portanto
não degenerada; tal solução nos fornece o χσ desejado pela linearidade de r.

Escrevendo η =
∑n

i=1 ciχi, obtemos

r(η ∪ η) =
∑

1≤i,j≤n

cicjr(χi ∪ χj) =
n∑
i=1

c2i

(
q

2

)
ai =

n∑
i=1

ci

(
q

2

)
ai =

(
q

2

)
η(σ) ,

pois a penúltima igualdade segue de c2i
(
q
2

)
≡ ci

(
q
2

)
(mod q).

Utilizando agora as ferramentas de álgebra linear apresentadas na Seção A.1, obtemos:

Proposição 2.3.4. Existe uma base χ1, · · · , χn de H1(G,R) tal que:

(I) Se q ̸= 2, então n é par e {χi | 1 ≤ i ≤ n} é uma base simplética de H1(G,R). Se
q ̸= 0, então podemos assumir que χi(σ) = δ1i.

(II) Se q = 2 e n for par, então {χi | 1 ≤ i ≤ n} é uma base simplética de H1(G,R) e
χi(σ) = δ1i.
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(III) Se q = 2 e n for ímpar, então r(χ1 ∪ χi) = δ1i = χi(σ) e {χi | 2 ≤ i ≤ n} é uma
base simplética de ⟨χ1⟩⊥ em H1(G,R).

Demonstração. Se q = 0, então a afirmação segue do Lema A.1.7 e do Teorema A.1.8. Se
q ̸∈ {0, 2}, temos que a aplicação η 7→ η(σ) é um funcional em H1(G,R) e σ pode ser
completado a uma base de G/Φ(G), e portanto o Lema A.1.7 e o Corolário A.1.6 garantem a
existência da base desejada.

Se q = 2, temos que r não é alternada, pois σ é não-trivial e portanto devemos ter
r(η ∪ η) = η(σ) ̸= 0 para algum η ∈ H1(G,R) pelo Lema 2.3.3. Assim, o Teorema A.1.8
garante a existência de uma base χi tal que r(χ1 ∪ χi) = δ1i = r(χi ∪ χi), de onde segue
que χi(σ) = δ1i pelo Lema 2.3.3.

Corolário 2.3.5. Suponhamos que q ̸= 0 e sejaχ1, · · · , χn a base dada pela Proposição 2.3.4
e χσ o elemento do Lema 2.3.3. Temos assim:

χσ =

χ2, se n for par,

χ1, se n for ímpar.

Demonstração. Fazendo χσ =
∑n

i=j bjχj e tomando o produto cup com χ2t−1 e χ2t para n
par e 1 ≤ t ≤ n

2
obtemos(

δ1t

0

)
=

(
χ2t−1(σ)

χ2t(σ)

)
=

((
q
2

)
δ1t 1

−1 0

)(
b2t−1

b2t

)
,

de onde concluímos que b2 = 1 e bi = 0 para i ̸= 2, ou seja, χσ = χ2. Para n ímpar e o
produto cup com χ2t e χ2t+1 onde 1 ≤ t ≤ n−1

2
, obtemos(

0

0

)
=

(
χ2t(σ)

χ2t+1(σ)

)
=

(
0 1

−1 0

)(
b2t

b2t+1

)

e b1 = r(χ1 ∪ χσ) = χ1(σ) = 1, ou seja, χσ = χ1.

Tal base simplética nos fornece a seguinte proposição:

Proposição 2.3.6. Existe uma base x1, · · · , xn de F tal que

r ≡

x
q
1[x1, x2] · · · [xn−1, xn] (mod F3), se n for par,

xq1[x2, x3] · · · [xn−1, xn] (mod F3), se n for ímpar.

Demonstração. Tomemos χ1, · · · , χn uma base de H1(G,R) como dada pela Proposi-
ção 2.3.4, e sejam x1, · · · , xn levantamentos para F da base dual em G. Denotando por ai e
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aij os coeficientes do Lema 2.3.2, por um lado temos que

xa11 · · ·xann ≡ σ (mod [F, F ]) .

Por outro lado, como {xi} é a base dual de {χi}, pelo Lema 2.3.1 podemos calcular

δ1i = χi(σ) = χi(x
a1
1 · · ·xann ) = ai ,

e, portanto, σ = x1. Os coeficientes aij dos comutadores são então dados pelo Lema 2.3.2
notando que {x1, · · · , xn} (resp. {x2, · · · , xn}) é uma base simplética de H1(G,R) se n for
par (respectivamente, ímpar).

2.3.2 Correções pela série q-central

A Proposição 2.3.6 nos fornece um conjunto gerador x1, · · · , xn e uma forma aproximada
para a relação que define um dado grupo de Dëmushkin G. Uma vez que esta forma envolve
apenas q-potências e comutadores e

⋂
k≥1 Fk = {1}, se conseguirmos “corrigir” os elementos

xi da base por elementos ti ∈ Fk em índices k sucessivos de modo que a forma da relação
fosse preservada módulo Fk+1 = F q

k [Fk, F ], obteremos uma base que satisfaz bona fide a
relação dada.

Esta foi a estratégia adotada em [Lab67] para classificar as apresentações dos grupos
de Dëmushkin, a qual apresentaremos a seguir. Para isto, precisamos entender como esta
relação se comporta sob estas correções. O principal resultado desta seção é o Lema 2.3.8,
que será utilizado na classificação das apresentações dos grupos de Dëmushkin para controlar
o efeito da correção ao longo da série q-central.

Definamos a função ro : F × · · · × F → F por

r0(w1, · · · , wn) 7→

w
q
1[w1, w2] · · · [wn−1, wn], se n for par,

wq1[w2, w3] · · · [wn−1, wn], se n for ímpar.

Assim:

Proposição 2.3.7. Sejam x1, · · · , xn uma base de F e t1, · · · , tn ∈ Fk−1 (k ≥ 3) e tome
yi = t−1

i xi. Então, y1, · · · , yn ainda é uma base de F . A imagem destas através de r0 satisfaz

r0(x1, · · · , xn) ≡ dk−1(t1, · · · , tn, x1, · · · , xn)r0(y1, · · · , yn) (mod Fk+1)
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onde dk−1 é dada por:

dk−1 ≡

[x1, t1]
(q2)tq1

∏n/2
k=1 [t2k−1, x2k] [x2k−1, t2k] , se n for par,

[x1, t1]t
q
1

∏(n−1)/2
k=1 [t2k, x2k+1] [x2k, t2k+1] , se n for ímpar.

(mod Fk+1) .

Em particular, para cada base x1, · · · , xn, a fórmula de dk−1 define um homomorfismo:

dk−1 : Fk−1/Fk × · · · × Fk−1/Fk → Fk/Fk+1 .

Demonstração. Temos que os elementos y1, · · · , yn ainda formam uma base de F pois
formam uma base de F/Φ(F ). Uma vez que em F/Fk+1 vale a identidade (ab)q =

[b, a](
q
2)aqbq para todo a ∈ Fk−1 (pois [Fk−1, F ] é central em F/Fk+1) temos as seguintes

igualdades para a imagem de y através de r0.
Se n for par:

r0(y1, · · · , yn) = r0(t
−1
1 x1, · · · , t−1

n xn)

= (t−1
1 x1)

q

n/2∏
k=1

[
t−1
2k−1x2k−1, t

−1
2k x2k

]
≡ [x1, t

−1
1 ](

q
2)t−q1 xq1

n/2∏
k=1

[
t−1
2k−1, x2k

] [
x2k−1, t

−1
2k

]
[x2k−1, x2k] (mod Fk+1)

e, deste modo, obtemos:

r0(x1, · · · , xn) ≡ [x1, t1]
(q2)tq1

n/2∏
k=1

[t2k−1, x2k] [x2k−1, t2k] r0(y1, · · · , yn) (mod Fk+1)

Se n for ímpar e portanto q = 2:

r0(y1, · · · , yn) = r0(t
−1
1 x1, · · · , t−1

n xn)

= (t−1
1 x1)

q

(n−1)/2∏
k=1

[
t−1
2k x2k, t

−1
2k+1x2k+1

]
≡ [x1, t

−1
1 ]t−q1 xq1

(n−1)/2∏
k=1

[
t−1
2k , x2k+1

] [
x2k, t

−1
2k+1

]
[x2k, x2k+1] (mod Fk+1)

e logo:

r0(x1, · · · , xn) ≡ [x1, t1]t
q
1

(n−1)/2∏
k=1

[t2k, x2k+1] [x2k, t2k+1] r0(y1, · · · , yn) (mod Fk+1)
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Para uma base x1, · · · , xn fixa, a fórmula de dk−1 define um homomorfismo de n cópias
de Fk−1 em Fk/Fk+1 pois as q-potências e comutadores dos ti são centrais em Fk/Fk+1, nos
fornecendo

[xj, t1t
′
1] ≡ [xj, t1][xj, t

′
1] e (t1t′1)q ≡ [t1, t

′
1]
(q2)tq1t

′q
1 ≡ tq1t

′q
1 (mod Fk+1) .

Da definição de Fk+1, vemos que dk−1(t1, · · · , tn) ≡ 1 se ti ∈ Fk para todo 1 ≤ i ≤ n.

Lema 2.3.8. Para todo k ≥ 3 e uma base x1, · · · , xn de F fixa, temos que:

Fk/Fk+1 =

Im(dk−1), se q ̸= 2 ,〈
Im(dk−1) ∪ {(x2

k−1

i mod Fk+1) | χi ̸= χσ}
〉

, se q = 2 .

Demonstração. Como Fk/Fk+1 é gerado pelas classes dos elementos tq e [t, xi], onde t
percorre os representantes de Fk−1/Fk e 1 ≤ i ≤ n, basta mostrarmos que tais elementos
pertencem aos conjuntos acima. Pelo Corolário 2.3.5, sabemos que χσ é χ2 ou χ1 dependendo
se n é par ou ímpar respectivamente.

Fixemos t ∈ Fk−1/Fk e consideremos o seguinte subgrupo Hk de Fk/Fk+1:

Hk =

Im(dk−1), se q ̸= 2 ,〈
Im(dk−1) ∪ {(x2

k−1

i mod Fk+1) | χi ̸= χσ}
〉

, se q = 2 .

Analisando a fórmula de dk−1 dada na Proposição 2.3.7 e fazendo ti ≡ δijt onde 1 ≤ j ≤ n,
podemos concluir que as classes dos seguintes elementos pertencem a Im(dk−1):

(i) [t, xi] para todo i ≥ 4, além de [t, x3] se n for par, pelas substituições com j ≥ 4.

(ii) [t, x2] se n for ímpar ou [t, x4] se n for par, pela substituição com j = 3.

(iii) [t, x3] se n for ímpar ou [t, x1] se n for par, pela substituição com j = 2.

(iv) tq[t, x1] se n for ímpar ou tq[t, x1](
q
2)[t, x2] se n for par, pela substituição com j = 1.

O ponto (iv) mostra que é suficiente então provarmos que (tq mod Fk+1) pertence a
Hk para todo t ∈ Fk−1/Fk. Esta condição é trivialmente satisfeita para q = 0, então basta
provarmos a afirmação para q ̸= 0. Iremos até o final da demonstração supor que q ̸= 0 e
prosseguiremos por indução sobre k. Para o passo base k = 3, dividimos a análise nos casos
q ̸= 2 e q = 2:

(Caso q ̸= 2). Temos que F2/F3 é gerado pelas classes dos elementos xqi e [xi, xj] para
1 ≤ i < j ≤ n, e portanto iremos provar que as q potências destas classes pertencem a
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H3Φ(F3/F4). As identidades

[uv, w] = [u,w][[u,w], v][v, w] e [u, vw] = [u,w][u, v][[u, v], w]

nos fornecem as igualdades:

[xi, xj]
q ≡ [xqi , xj] ([[xi, xj], xi])

(q2) ≡ [xi, x
q
j ] ([[xi, xj], xj])

(q2) (mod F4) . (2.5)

Por um lado,H3 contém as classes de todos os elementos da forma [xqi , xj] para 1 ≤ i, j ≤
n com j ̸= 2. Por outro lado, para j = 2 e i ̸= j, temos que a classe de [xi, x

q
2] = [xq2, xi]

−1

pertence aH3 uma vez que xq2 ∈ F2. Como
(
q
2

)
é congruente a 0 ou a

q

2
módulo q dependendo

da paridade de q, as classes de ambos ([[xi, xj], xi])(
q
2) e ([[xi, xj], xj])(

q
2) sempre pertencem

a Φ(F3/F4) e desta forma podemos concluir que ([xi, xj]q mod F4) ∈ H3Φ(F3/F4) para i, j
quaisquer. Por fim, uma vez que H3Φ(F3/F4) contém as classes de xq

2

i [x
q
i , x2] e [xqi , x2],

podemos concluir que (xq
2

i mod F4) ∈ H3Φ(F3/F4) para todo 1 ≤ i ≤ n. Com isto,
obtemos as igualdades desejadas:

F3/F4 = H3Φ(F3/F4) = H3 , pela parte (II) da Proposição 1.1.3

(Caso q = 2). Faça

z =

x1, se n for ímpar,

x2, se n for par.

Por hipótese, H3 contém x4i para todo xi ̸= z. Pelos itens (iii) e (iv), sabemos que
(x4i [x

2
i , z] mod F4) pertence a H3 para todo 1 ≤ i ≤ n, e, deste modo, para xi = z

concluímos que H3 também contém z4. Além disto, H3 contém a classe de [x2i , z] para todo
1 ≤ i ≤ n. Os itens (i)-(iii) garantem que as classes dos elementos [[xi, z], xi] pertencem a
H3 para todo i, e, portanto, da primeira congruência na equação (2.5) concluímos que:

([xi, z]
2 mod F4) = ([x2i , z][[xi, z], xi] mod F4) ∈ H3 .

Para xi ̸= xj ambos distintos de z, esta mesma congruência fornece

[xi, xj]
2 ≡ [x2i , xj][[xi, xj], xi] (mod F4) .

Os itens (i)-(iii) garantem que o lado direito está em H3, e, portanto, o lado esquerdo também
deve estar. Assim, mostramos que H3 contém as classes de todos os elementos x4i e [xi, xj]2.
Disto, podemos concluir que H3 = F3/F4.



2.3 Classificação dos grupos de Dëmushkin 60

Assumamos agora que para todo k′ < k tenhamos Fk′/Fk′+1 = Hk′ , e provaremos esta
igualdade para k. Relembramos que é necessário provar apenas que (tq mod Fk+1) ∈ Hk

para cada t ∈ Fk−1/Fk. Pela hipótese de indução, existem ai ∈ R e t1, · · · , tn ∈ Fk−2/Fk−1

tais que:

t ≡
n∏
i=1

xaiq
k−2

i dk−1(t1, · · · , tn) (mod Fk) , ai = 0 se xi = z ou q ̸= 2 .

Como elevar a q é um homomorfismo de Fk−2/Fk−1 em Fk−1/Fk, isto nos fornece:

tq ≡
n∏
i=1

xaiq
k−1

i dk−1(t
q
1, · · · , tqn) (mod Fk) , ai = 0 se xi = z ou q ̸= 2 .

Desta forma, a classe de tq pertence a Hk, como desejado.

2.3.3 Apresentação de um grupo de Dëmushkin

O objetivo agora é demonstrar a seguinte classificação parcial:

Teorema 2.3.9 ([Lab67, Teo. 3]). Sejam F um grupo pro-p livre de posto n, e r ∈ F q[F, F ].
Seja L o subgrupo normal fechado gerado por r, e suponha que G = F/L seja um grupo de
Dëmushkin com invariante q(G) = q. Então:

(1) Se q ̸= 2, existe uma base x1, · · · , xn de F tal que

r = xq1[x1, x2] · · · [xn−1, xn] ;

(2) se q = 2 e n é ímpar, existe uma base x1, · · · , xn de F tal que

r = x21x
2f

2 [x2, x3] · · · [xn−1, xn]

para algum 2 ≤ f ≤ ∞;

(3) se q = 2 e n é par, existe uma base x1, · · · , xn de F tal que

r = x2+α1 [x1, x2]x
2f

3 [x3, x4] · · · [xn−1, xn]

para algum 2 ≤ f ≤ ∞ e α ∈ 4Z2.

O caso (1) foi provado por S. Dëmushkin em [Dë61] e o caso (2) foi provado por J.P. Serre
em [Ser64]. O principal resultado da tese de J. Labute [Lab67, Teo. 1] é a classificação de
(3) nos dois subcasos [Im(χG) : Im(χG)

2] = 2 e [Im(χG) : Im(χG)
2] = 4. Pelo Lema 2.3.2,
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todos os grupos dados pelas apresentações do Teorema 2.3.9 são grupos de Dëmushkin, e os
resultados de [Lab67] completa a classificação das apresentações de grupos de Dëmushkin
em função de d(G) e χG, mostrando que todos são dados pela lista dada. Em particular, os
valores de f e α dos casos (2) e (3) podem ser todos obtidos a partir da imagem Im(χg),
procedimento que descreveremos na Seção 2.3.4. Apresentaremos a seguir a demonstração
do Teorema 2.3.9 e comentaremos a solução do caso (3) por Labute.

Demonstração do Teorema 2.3.9. Manteremos a notação da Seção 2.3.2: para toda base
x = (x1, · · · , xd) de F , r0(x) denota a função

r0(x) =

x
q
1[x1, x2] · · · [xn−1, xn], se n for par,

xq1[x2, x3] · · · [xn−1, xn], se n for ímpar,

e, para cada base x fixa, dk−1 : (Fk−1/Fk)
n → Fk/Fk+1 denota o homomorfismo

dk−1(t1, · · · , tn) ≡

[x1, t1]
(q2)tq1

∏n/2
k=1 [t2k−1, x2k] [x2k−1, t2k] , se n for par,

[x1, t1]t
q
1

∏(n−1)/2
k=1 [t2k, x2k+1] [x2k, t2k+1] , se n for ímpar.

Pela Proposição 2.3.6, sabemos que existe uma base x(3) = (x
(3)
1 , · · · , x(3)n ) de F tal que

r ≡ r0(x
(3)) (mod F3). Por indução sobre k, mostraremos que existe t1,k, · · · , tn,k ∈ Fk−1

tais que x(k+1)
i = t−1

i,kx
(k)
i ainda é uma base de F , e temos r ≡ r0(x

(k+1)) (mod Fk+1) se
q ̸= 2 ou algo similar a isso se q = 2. Separaremos a demonstração desta indução em cada
um dos casos (1), (2) e (3) do teorema.

(Caso (1): q ̸= 2). Suponhamos que x(k) = (x
(k)
1 , · · · , x(k)n ) satisfaça r ≡ r0(x

(k))

(mod Fk), isto é, que exista um elemento ek ∈ Fk tal que r = ekr0(x
(k)). Pelo Lema 2.3.8,

sabemos que Fk/Fk+1 é gerado pela imagem de dk−1, e portanto existem t1,k, · · · , tn,k ∈ Fk−1

tais que
ek · dk−1(t1,k, · · · , tn,k) ≡ 1 (mod Fk+1) .

Assim, pela Proposição 2.3.7, temos que x(k+1)
i = t−1

i,kx
(k)
i ainda é uma base de F e que esta

satisfaz:

r = ek · r0(x(k))
≡ ek · dk−1(t1,k, · · · , tn,k) · r0(x(k+1)) (mod Fk+1)

≡ r0(x
(k+1)) (mod Fk+1)

Assim, fazendo xi = limk→∞ x
(k)
i , temos que r ≡ r0(x) (mod Fk) para todo k ≥ 3 e

portanto r = r0(x), como desejado.
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(Caso (2): q = 2 , n ∈ 2Z+ 1). Suponhamos que x(k) = (x
(k)
1 , · · · , x(k)n ) satisfaça

r = ek · r0(x(k)) · (x(k)2 )λ2 · · · (x(k)n )λn

para algum ek ∈ Fk e certos λ2, · · · , λn ∈ 4Z2 com k ≥ 3. Para quaisquer ti,k ∈ Fk−1,
fazendo y = (yi) = (t−1

i,kx
(k)
i ) temos:

(x
(k)
i )4 = (ti,kyi)

4

≡
(
[yi, ti,k]t

2
i,ky

2
i

)2
(mod Fk+1)

≡ y4i , pois t2i,k e [yi, ti,k] são centrais em F/Fk+1 .

Portanto, vale que

r = ekr0(x
(k))(x

(k)
2 )λ2 · · · (x(k)n )λn

≡ ek · dk−1(t1,k, · · · , tn,k) · r0(y) · yλ22 · · · yλnn (mod Fk+1)

≡ r0(y) · ek · dk−1(t1,k, · · · , tn,k) · yλ22 · · · yλnn , pois Fk/Fk+1 ⊆ Z(F/Fk+1) .

Pelo Lema 2.3.8 e pelo Corolário 2.3.5, sabemos que Fk/Fk+1 é gerado pela imagem de
dk−1 e pelas classes de (x

(k)
i )2

k−1 para 2 ≤ i ≤ n. Assim, existem ti,k ∈ Fk−1 e ai ∈ {0, 1}
tais que:

ek · dk−1(t1,k, · · · , tn,k) ≡ (x
(k)
2 )a22

k−1 · · · (x(k)n )an2
k−1

(mod Fk+1)

≡ ya22
k−1

2 · · · yan2k−1

n (mod Fk+1) , pois k ≥ 3 .

Assim, tomando x(k+1) = y para esta escolha de ti,k, obtemos:

r ≡ r0(x
(k+1)) · (x(k+1)

2 )λ2+a22
k−1 · · · (x(k+1)

n )λn+an2
k−1

(mod Fk+1) .

Fazendo xi = limk→∞ x
(k)
i , obtemos inteiros 2-ádicos α2, · · · , αn ∈ 4Z2 tais que

r = r0(x) · xα2
2 · · ·xαn

n = x21[x2, x3] · · · [xn−1, xn]x
α2
2 · · ·xαn

n .

Seja F ′ o subgrupo fechado de F gerado por x2, · · · , xn e definamos G′ = F ′/L′ onde
L′ é o subgrupo normal fechado gerado por

r′ = [x2, x3] · · · [xn−1, xn]x
α2
2 · · · xαn

n .
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Temos queG′ é um grupo de Dëmushkin com q(G′) = 2f para algum 2 ≤ f ≤ ∞, e portanto
pelo caso (1) existe uma base x′2, · · · , x′n de F ′ tal que

r′ = x′2
2f
[x′2, x

′
3] · · · [x′n−1, x

′
n] .

Como r = x21r
′, obtemos a igualdade desejada tomando a base x1, x′2, · · · , x′n.

(Caso (3): q = 2, n ∈ 2Z). A construção é análoga ao caso (2). Suponhamos agora que
x(k) = (x

(k)
1 , · · · , x(k)n ) satisfaça

r = ek · (x(k)1 )λ1 · r0(x(k)) · (x(k)3 )λ3 · · · (x(k)n )λn

para algum ek ∈ Fk e certos λ1, λ3, · · · , λn ∈ 4Z2 com k ≥ 3. Como no caso (2), o
Lema 2.3.8 e o Corolário 2.3.5 garantem que existem ti,k ∈ Fk−1 e a1, a3, · · · , an ∈ {0, 1}
tais que para x(k+1) = (t−1

i,kx
(k)
i ) temos:

r ≡ (x
(k+1)
1 )λ1+a12

k−1 · r0(x(k+1)) · (x(k+1)
3 )λ3+a32

k−1 · · · (x(k+1)
n )λn+an2

k−1

(mod Fk+1) .

Fazendo xi = limk→∞ x
(k)
i , obtemos inteiros 2-ádicos α1, α3, · · · , αn ∈ 4Z2 tais que

r = xα1
1 · r0(x) · xα3

3 · · ·xαn
n = x2+α1

1 [x1, x2][x3, x4] · · · [xn−1, xn]x
α3
3 · · ·xαn

n .

Daí prossegue-se como no caso (2) para F ′ = ⟨x3, · · ·xn⟩ .

Como consequência da classificação parcial do Teorema 2.3.9, podemos concluir que
grupos de Dëmushkin são residualmente analíticos p-ádicos livres-de-torção, fato este que será
necessário no Capítulo 5 para o estudo da Conjectura de Atiyah sobre [[FpG]]. Precisamente:

Proposição 2.3.10 ([JZS19, Cor. 5.2]). Todo grupo de Dëmushkin infinitoG é residualmente
poliprocíclico livre-de-torção.

Demonstração. Como a classe dos grupos pro-p poliprocíclicos livres-de-torção é fechada
para subgrupos e extensões, vamos aplicar o Lema 1.1.5 à série de Frattini Gn de G dada por

G0 = G , Gn = Φ(Gn−1) = Gp
n−1[Gn−1, Gn−1] , ∀n ≥ 1 .

Portanto, para cada n, precisamos encontrar um subgrupo fechadoQn ≤c Gn = Φ(Gn−1)

tal que Qn seja normal em Gn−1 e Gn−1/Qn seja poliprocíclico livre-de-torção. Fixemos
então um n ≥ 1 arbitrário e tomemos U = Gn−1.

Sendo U um subgrupo aberto deG, temos que U também é um grupo de Dëmushkin. Pela
classificação dos grupos de Dëmushkin (Teorema 2.3.9), existe uma apresentação minimal
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para U dada por
U = ⟨x1, · · · , xm | xα1

1 x
α2
2 [xl−1, xl]x

α3

3 P = 1⟩ ,

onde cada αi é um elemento de Zp, l ∈ {2, 3}, m = d(G) ≥ 2, αl = 0, αl−1 ∈ pZp e P é
um produto de elementos do conjunto

C = {[xi, xj] | 1 ≤ i < j ≤ m} − {[xl−1, xl]} .

Seja Q o subgrupo normal fechado de U gerado pelo conjunto C. Por definição, temos
que Q ≤ Φ(U) = Gn e Q� U = Gn−1. Assim, U/Q é dado por uma apresentação pro-p
nos geradores x1, · · · , xm satisfazendo as relações:

Ai,j [xi, xj] = 1 para todo j ̸= l e i < j;

Bk [xk, xl] = 1 para todo k < l − 1;

C x−1
l xl−1xl = xl−1x

−α2
2 x−α1

1 x−α3
3 .

Além disso, como Q está contido no subgrupo de Frattini de U , o conjunto {x1, · · · , xm}
ainda é um conjunto minimal de geradores para U/Q.

Seja H o grupo pro-p abeliano livre sobre os geradores {xi | 1 ≤ i ̸= l ≤ m} e seja
ϕ : H → H o isomorfismo que fixa xi para i ̸= l−1 e leva xl−1 em xl−1x

−α1
1 x−α2

2 x−α3
3 . Então,

podemos identificar U/Q com a HNN-extensão HNN(H,H,ϕ, xl) ([RZ10, p. 382]). Deste
modo, a dimensão cohomológica de U/Q é finita (por exemplo, pela sequência de Mayer-
Vietoris associada [RZ10, Prop. 9.4.2]) e logo U/Q é livre-de-torção. Alternativamente,
podemos concluir que U/Q é livre-de-torção a partir de sua ação sobre uma p-árvore padrão
([dSSS00, Teo. 3.4.2] ou [Rib17, Cor. 7.1.3]). Assim, temos que U/Q ≃ L o ⟨xl⟩ =
Zm−1
p o Zp e, portanto, U/Q é poliprocíclico livre-de-torção, como desejado.

Relembrando que U(f)
p = 1 + pfZp e U[f ]

2 ≃ ⟨−1 + 2f⟩, a classificação do caso (3) do
Teorema 2.3.9 é dada pelo seguinte resultado:

Teorema 2.3.11 ([Lab67, Teo. 1]). Seja G um grupo de Dëmushkin com d(G) = n par
e q(G) = 2. Fazendo G = F/L onde F é o grupo pro-p livre sobre n geradores e L é o
subgrupo normal fechado de F gerado por r ∈ F , temos que existe uma base x1, · · · , xn de
F tal que:

(3.A) se [Im(χG) : Im(χG)
2] = 2, então

r = x2+2f
′

1 [x1, x2] · · · [xn−1, xn]

onde Im(χG) = U[f ′]
2 ;
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(3.B) se [Im(χG) : Im(χG)
2] = 4, então

r = x21[x1, x2]x
2f

3 [x3, x4] · · · [xn−1, xn]

onde Im(χG) = {±1} × U(f)
2 .

Como veremos a seguir (pelo Teorema 2.3.13), temos que o coeficiente f do caso (2) do
Teorema 2.3.9 também é caracterizado por Im(χG) = {±1} × U(f)

2 . Assim, um corolário
dos Teoremas 2.3.9 e 2.3.11 é:

Corolário 2.3.12 ([Lab67, Teo. 2]). Dois grupos de Dëmushkin G e G′ com os mesmos
invariantes d(G) = d(G′) e Im(χG) = Im(χG′) são isomorfos.

2.3.4 Calculando o invariante ciclotômico

O objetivo desta seção final é derivar uma fórmula para o invariante ciclotômico χ = χG

de um grupo de Dëmushkin G em função das apresentações de cada um dos três casos do
Teorema 2.3.9.

Teorema 2.3.13 ([Lab67, Teo. 4]). Seja G um grupo de Dëmushkin com a apresentação
dada pelo Teorema 2.3.9, e considere os mesmos casos (1), (2) e (3). A ação χG : G→ Z×

p

de G definida por seu invariante ciclotômico é o único homomorfismo satisfazendo:

(1) χG(x2) = 1 + q, χG(xi) = 1 se i ̸= 2;

(2) χG(x1) = −1, χG(x3) = 1 + 2f , χG(xi) = 1 se i ̸= 1, 3;

(3) χG(x2) = 3 + α, χG(x4) = 1 + 2f , χG(xi) = 1 se i ̸= 2, 4.

Demonstração. Seja G um grupo de Dëmushkin dado por uma das apresentações do
Teorema 2.3.9 e seja χ : F = F (x1, · · · , xd)→ Z×

p o homomorfismo contínuo dado pelas
fórmulas do enunciado; elas definem um homomorfismo contínuo deG em Z×

p que por abuso
de notação também denotaremos por χ, uma vez que χ(r) = 1. Pela Proposição 2.2.2, se
fizermosG agir sobre J = Zp através de χ e mostrarmos que podemos definir arbitrariamente
homomorfismos cruzados de G em J através dos geradores de G, podemos concluir que
χ = χG como desejado.

A Proposição 2.2.2 garante que podemos definir arbitrariamente homomorfismos cruzados
D : F → J a partir de seus valores nos geradores x1, · · · , xn. É então suficiente mostrarmos
que D induz um homomorfismo cruzado de G em J , isto é, que D(r) = 0 em cada um dos
casos (1), (2) e (3). Como D(x−1) = −χ(x)−1D(x), temos que:

D([xi, xj]) = D(xixjx
−1
i x−1

j )
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= D(xixj) + χ(xi)χ(xj)D(x−1
i x−1

j )

= D(xi) + χ(xi)D(xj) + χ(xi)χ(xj)
(
D(x−1

i ) + χ(xi)
−1D(x−1

j )
)

= D(xi) + χ(xi)D(xj)+

+ χ(xi)χ(xj)
(
−χ(xi)−1D(xi)− χ(xi)−1χ(xj)

−1D(xj)
)

= D(xi) + χ(xi)D(xj)− χ(xj)D(xi)−D(xj)

= (1− χ(xj))D(xi) + (χ(xi)− 1)D(xj) .

Para o caso (1), temos:

D(r) = D(xq1[x1, x2] · · · [xn−1, xn])

= D(xq1) + χ(xq1)D([x1, x2] · · · [xn−1, xn])

= qD(x1) +D([x1, x2]) + χ([x1, x2])D([x3, x4], · · · , [xn−1, xn])

= (q + 1− χ(x2))D(x1) = 0 .

Para o caso (2), calculamos:

D(r) = D(x21) + χ(x21)D(x2
f

2 [x2, x3] · · · [xn−1, xn])

= D(x2
f

2 ) + χ(x2
f

2 )D([x2, x3] · · · [xn−1, xn])

= 2fD(x2) +D([x2, x3]) + χ([x2, x3])D([x4, x5] · · · [xn−1, xn])

= (2f + 1− χ(x3))D(x2) = 0 .

Por fim, para o caso (3), obtém-se:

D(r) = D(x2+α1 ) + χ(x2+α1 )D([x1, x2]x
2f

3 [x3, x4] · · · [xn−1, xn])

= (2 + α)D(x1) +D([x1, x2]) + χ([x1, x2])D(x2
f

3 [x3, x4] · · · [xn−1, xn])

= (2 + α + 1− χ(x2))D(x1) +D(x2
f

3 ) + χ(x2
f

3 )D([x3, x4] · · · [xn−1, xn])

= 2fD(x3) +D([x3, x4]) + χ([x3, x4])D([x5, x6] · · · [xn−1, xn])

= (2f + 1− χ(x4))D(x3) = 0 .

Recordamos a notação U(f)
p = 1 + pfZp e U[f ]

2 ≃ ⟨−1 + 2f⟩ para os subgrupos de Z×
p .
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Corolário 2.3.14 ([Lab67, Cor. do Teo. 4]). Seguindo a notação de cada um dos casos (1),
(2) e (3) do Teorema 2.3.9 e os casos (3.A) e (3.B) do Teorema 2.3.11, temos que:

Im(χ) =


1 + qZp, no caso (1),

{±1} × U(f)
2 , no caso (2),

{±1} × U(f)
2 , no caso (3) se v2(4 + α) ≥ f , equiv. caso (3.B),

U[f ′]
2 , no caso (3) se f ′ = v2(4 + α) < f , equiv. caso (3.A).

Demonstração. Isto é uma consequência direta do Lema 1.1.1 aplicado às fórmulas do
Teorema 2.3.13. Observe que no caso (3) a valoração da projeção P da imagem Im(χG) no
subgrupo U(2)

2 é dada por:
v2(P ) = min{v2(4 + α), f}

uma vez que
3 + α = (−1) · (1− (4 + α)) .

É importante ressaltar que há diferenças entre as fórmulas do Teorema 2.3.13 e seu
respectivo enunciado em [Lab67, Teo. 4]. Isto se deve à convenção [x, y] = xyx−1y−1

adotada nesta exposição (e em [Dë61], [Ser64], [And68]), a qual difere da convenção
(x, y) = x−1y−1xy adotada no texto de J. Labute. De fato, uma diferença ainda maior ocorre:
as bases fornecidas pelo Teo. 3 de [Lab67] e pelo Teorema 2.3.9 são distintas, uma vez que a
relação se torna outra ao trocarmos a definição dos comutadores.



Parte II

Hic sunt leones



Capítulo 3

Propriedade de Howson

A propriedade que grupos pro-p livres satisfazem como consequência da versão pro-p
do Teorema de Howson (Teorema 1.5.8) é chamada de propriedade de Howson: dizemos
que um grupo profinito (respectivamente, abstrato) G possui a propriedade de Howson se a
interseção de dois subgrupos fechados topologicamente finitamente gerados (respectivamente,
subgrupos finitamente gerados) é topologicamente finitamente gerada (respectivamente,
finitamente gerada).

Algumas consequências são imediadas da definição: se G é um grupo com a propriedade
de Howson e H1, · · · , Hn são subgrupos de G topologicamente finitamente gerados, então⋂n
i=1Hi também será topologicamente finitamente gerada. Algumas classes de grupos para

as quais é direto demonstrar a propriedade de Howson são os grupos finitos, os grupos
abelianos abstratos e profinitos e os grupos profinitos de posto-de-subgrupos finito.

Já são fatos estabelecidos na literatura que outras classes de grupos profinitos e abstratos
possuem a propriedade de Howson. Howson, em seu artigo [How54] de 1954, estudou e
demonstrou essa propriedade para todos os grupos abstratos livres. Em 1960, Greenberg
[Gre60] provou que todos os grupos Fuchsianos possuem a propriedade de Howson. Um
grupo G é Fuchsiano se ele é isomorfo a um subgrupo discreto de PSL(2,R), e esta classe
inclui todos os grupos de superfície. Em 1965, Baumslag [Bau65] provou que a propriedade
de Howson é fechada para o produto livre, isto é, se H e K são dois grupos abstratos com a
propriedade de Howson, então H ∗K também possui a propriedade de Howson. Isto prova
como corolário o resultado de Howson para grupos livres, uma vez que estes são isomorfos
ao produto livre de cópias do grupo aditivo Z.

A propriedade foi estendida ao mundo pro-p em 1982 por Lubotzky [Lub82], que
demonstrou a versão pro-p do Teorema de Howson (enunciado no Teorema 1.5.8). O objetivo
deste capítulo é demonstrar esta validade para os grupos de Dëmushkin, seguindo [SZ19], a
principal referência desta exposição.
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Além disso, para H e K subgrupos finitamente gerados de um mesmo grupo livre,
Howson demonstrou que

d(H ∩K)− 1 ≤ 2d(H)d(K)− d(H)− d(K) .

Esta cota seria melhorada por H. Neumann [Neu57], que demonstrou a desigualdade

d(H ∩K)− 1 ≤ 2(d(H)− 1)(d(K)− 1) .

Neste mesmo artigo, H. Neumann propôs:

Conjectura (Hanna Neumann). Se H e K são subgrupos finitamente gerados de um
mesmo grupo livre, então

d(H ∩K)− 1 ≤ (d(H)− 1)(d(K)− 1) .

Uma versão mais forte desta conjectura foi provada em 2011 ([Fri15], [Min12]). Entretanto,
ainda é um problema obter cotas como a cota de Neumann para diversas classes de grupos
com a propriedade de Howson, levando à busca por mais generalizações. Para grupos pro-p
livres G, a Conjectura Forte de Hanna Neumann foi demonstrada por A. Jaikin-Zapirain:

Teorema 3.0.1 ([JZ17, Teo. 1.1]). Sejam H e K dois subgrupos fechados topologicamente
finitamente gerados de um grupo pro-p livre F . Então, vale a desigualdade∑

x∈H\F/K

d(H ∩ xKx−1) ≤ d(H)d(K) ,

onde d(G) = max{d(G)− 1, 0}. Em particular, H ∩K é finitamente gerado e temos

d(H ∩K)− 1 ≤ (d(H)− 1)(d(K)− 1) .

A validade da Conjectura de Hanna Neumann para grupos de Dëmushkin é o objeto de
análise do Capítulo 5.

3.1 Propriedade de Howson

Relembramos que, se G é um grupo de Dëmushkin infinito e U é um subgrupo aberto de
G, a fórmula do posto da Proposição 2.1.10 garante que

d(U)− 2 = [G : U ](d(G)− 2) .
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Além disto, se H ≤c G é um subgrupo fechado de índice infinito, temos que H é um grupo
pro-p livre (Exemplo 1.3.11).

Juntando esses fatos e a desigualdade de Hanna Neumann para grupos pro-p livres do
Teorema 3.0.1, podemos provar que todo grupo de Dëmushkin possui a propriedade de
Howson, e ainda obter uma cota para o posto da interseção de dois subgrupos finitamente
gerados. A demonstração que seguiremos é dada em [SZ19].

Teorema 3.1.1 ([SZ19, Teo. 3.1]). Sejam p um primo e G um grupo de Dëmushkin pro-p.
Se A e B são subgrupos fechados não triviais de G e topologicamente finitamente gerados,
então

d(A ∩B)− 1 ≤ p2(d(A) + d(B)− 2)2(d(A)− 1)(d(B)− 1) .

Demonstração. Se d(G) ≤ 2, então todo subgrupo aberto U deG também satisfaz d(U) = 2

pela cota da característica de Euler. Como H1(H) = lim−→H1(U) para H um subgrupo
fechado de G e U subgrupos abertos contendo H , obtemos também que d(H) ≤ 2. Assim,
podemos supor que d(G) ≥ 3.

Se A ou B forem abertos em G, também obtemos uma cota mais refinada. Sem perda de
generalidade, supondo que B é aberto em G, então A∩B é aberto em A e pela desigualdade
do posto (Corolário 1.3.4), temos:

d(A ∩B)− 1 ≤ (d(A)− 1)[A : A ∩B]

= (d(A)− 1)[⟨A,B⟩ : B]

≤ (d(A)− 1)[G : B]

≤ (d(A)− 1)(d(B)− 1) , pois d(G) ≥ 3 .

Assim, podemos supor que ambos A e B possuem índice infinito em G. Como G é pro-p,
sejam {Uk} e Vk, k ∈ N, duas cadeias de subgrupos abertos em G, tais que U0 = V0 = G,⋂
Uk = A,

⋂
Vk = B e Uk/Uk+1 ≃ Vk/Vk+1 ≃ Fp. Assim, temos que

[G : Uk] = [G : Vk] = pk .

Se d(A) = 1, então a desigualdade do enunciado vale trivialmente. Podemos então
assumir que d(A) > 1 e definir

n =
⌊
logp(d(A) + d(B)− 2)

⌋
+ 1 .

Temos que pn−1 ≤ d(A) + d(B) − 2 e pn > d(A) + d(B) + 1. Defina A0 = A ∩ Vn e
B0 = B ∩ Un. Desta forma, vale que A ∩B = A0 ∩B0 e que C = ⟨A0, B0⟩ é um subgrupo
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de Un ∩ Vn. Temos a seguinte cota para o posto de C:

d(C) ≤ d(A0) + d(B0)

≤ (d(A)− 1)[A : A0] + (d(B)− 1)[B : B0] + 2 , pela Desig. do Posto

≤ (d(A)− 1)[Un : Un ∩ Vn] + (d(B)− 1)[Vn : Un ∩ Vn] + 2

= [G : Un ∩ Vn]
(
d(A)− 1

[G : Un]
+
d(B)− 1

[G : Vn]

)
+ 2

= [G : Un ∩ Vn]
(
d(A) + d(B)− 2

pn

)
+ 2

< [G : Un ∩ Vn] + 2 ≤ (d(G)− 2)[G : Un ∩ Vn] + 2 , pois d(G) ≥ 3

Assim, se C fosse aberto em G, teríamos que

d(C) = (d(G)− 2)[G : C] + 2 ≤ (d(G)− 2)[G : Un ∩ Vn] + 2

contradizendo a desigualdade anterior. Desta forma, C é um subgrupo fechado de G e
portanto um grupo pro-p livre finitamente gerado. Podemos agora aplicar a cota de Hanna
Neumann (Teorema 3.0.1) ao subgrupo A ∩B = A0 ∩B0 de C:

d(A ∩B)− 1 ≤ (d(A0)− 1)(d(B0)− 1)

≤ (d(A)− 1)[A : A0](d(B)− 1)[B : B0] , pela Desig. do Posto

≤ (d(A)− 1)[G : Vn](d(B)− 1)[G : Un]

= p2n(d(A)− 1)(d(B)− 1)

= p2p2(n−1)(d(A)− 1)(d(B)− 1)

≤ p2(d(A) + d(B)− 2)2(d(A)− 1)(d(B)− 1) .

3.2 Produtos livres e a propriedade de Howson

Unindo os Teoremas 1.5.8 e 3.1.1 obtemos duas classes de grupos pro-p que satisfazem a
propriedade de Howson: grupos pro-p livres e grupos de Dëmushkin. Uma extensão ainda
maior da classe dos grupos com a propriedade de Howson é dada pela versão pro-p do
Teorema de Baumslag, que afirma que o produto pro-p livre de uma coleção finita de grupos
com a propriedade de Howson também possui a propriedade de Howson, isto é, a classe dos
grupos com a propriedade de Howson é fechada para produtos pro-p livres finitos. A versão
clássica deste teorema, provada em [Bau65], foi estendida para grupos pro-p em [SZ19], cujo
argumento exporemos nesta seção.
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Primeiramente, verificaremos que é possível virtualmente fatorar subgrupos fechados em
produtos livres:

Lema 3.2.1 ([SZ19, Teo. 4.2]). Sejam G1, · · · , Gn grupos pro-p e G =
∐n

i=1Gi o produto
pro-p livre deles. Se H é um subgrupo fechado topologicamente finitamente gerado de G e

H ≃

[
n∐
i=1

∐
u∈Di

uGiu
−1 ∩H

]∐
FH

é sua decomposição dada pelo Teorema de Kurosh (Teorema 1.5.7). Então, existe um
subgrupo aberto V de G tal que para todo subgrupo aberto U de V a decomposição de
Kurosh de U é dada por

U ≃

 n∐
i=1

∐
ui,j∈DU

i

ui,jGiu
−1
i,j ∩ U

∐FU

com Di ⊆ DU
i . Além disso, existe uma decomposição FH ≃ lim←−U�oV

FU induzida pelas
inclusões H → U .

Demonstração. SejaH um subgrupo fechado topologicamente finitamente gerado deG. Pelo
Teorema de Kursoh para subgrupos finitamente gerados (Teorema 1.5.7), existem conjuntos
Di de representantes distintos das classes laterais duplas H\G/Gi e um pro-p livre de posto
finito FH tal que

H =

[
n∐
i=1

∐
u∈Di

uGiu
−1 ∩H

]∐
FH .

Podemos assumir que uGiu
−1 ∩H ̸= {1} para todo u ∈ Di e todo 1 ≤ i ≤ n. Como H

é topologicamente finitamente gerado, pela versão pro-p do Teorema de Grusko-Neumann
(Teorema 1.5.2) cada conjunto Di = {ui,j | 1 ≤ j ≤ ri} é finito e cada interseção
ui,jGiu

−1
i,j ∩H é topologicamente finitamente gerada.

Uma vez que cada Di é finito, escolhamos um subgrupo aberto Vi de G contendo H tal
que ui,ju−1

i,k ̸∈ GiVi para todo 1 ≤ j ̸= i ≤ ri, e tome

V =
n⋂
i=1

Vi .

Assim, para todo par de representantes ui,j ̸= ui,k e todo subgrupo aberto U de V contendo
H vale que Uui,jGi ̸= Uui,kGi. Em particular, os conjuntos Di podem ser expandidos em
conjuntos DU

i = {ui,j | 1 ≤ j ≤ ti} de representantes completos das classes laterais duplas
U\G/Gi.



3.2 Produtos livres e a propriedade de Howson 74

Pelo Teorema de Kurosh para subgrupos abertos (Teorema 1.5.6), temos uma decomposi-
ção:

U ≃

 n∐
i=1

∐
ui,j∈DU

i

ui,jGiu
−1
i,j ∩ U

∐FU . (3.1)

Seja Ũ (respectivamente, H̃) o núcleo da projeção U → FU (respectivamente, H → FH).
Vamos primeiro mostrar que H̃ =

⋂
U�oV

Ũ , e portanto que

FH ≃ H/H̃ ≃ lim←−
U�oV

U/Ũ ≃ lim←−
U�oV

FU .

De fato, Ũ é gerado topologicamente pelo subconjunto

YU =
⋃
y∈U

y

 n⋃
i=1

⋃
ui,j∈DU

i

ui,jGiu
−1
i,j ∩ U

 y−1 .

Como para todo g ∈ G existem y ∈ U , t ∈ Gi e ui,j tais que g = yui,jt, temos

gGig
−1 ∩ U = yui,jGiu

−1
i,j y

−1 ∩ U = y
(
ui,jGiu

−1
i,j ∩ U

)
y−1 .

Desta forma, YU coincide com o conjunto

YU = U ∩
n⋃
i=1

⋃
g∈G

gGig
−1 ,

de onde podemos concluir que YH =
⋂
U�oV

YU . Disto, a igualdade H̃ =
⋂
U�oV

Ũ segue
decompondo V em um limite inverso de grupos finitos e reduzindo ao caso finito.

Proposição 3.2.2 ([SZ19, Cor. 4.3]). Sejam G1, · · · , Gn grupos pro-p e tome G =
∐n

i=1Gi

seu produto pro-p livre. Se H é um subgrupo fechado topologicamente finitamente gerado de
G, então existe um subgrupo aberto U de G contendo H , subgrupos fechados U1, · · · , Um
de U e subgrupos fechados Hi de Ui para todo 1 ≤ i ≤ m tais que

U =
m∐
i=1

Ui e H =
m∐
i=1

Hi .

Demonstração. Seguindo a notação Lema 3.2.1 e denotando por πU : FH → FU o homo-
morfismo dado pelo limite inverso, seja M um subgrupo aberto de V contendo H tal que
d(πM(FH)) = d(FH). Como πM(FH) é também um grupo pro-p livre de posto d(FH),
a propriedade Hopfiana (Proposição 1.1.4) garante que πM é injetiva. Assim, podemos
identificar FH com πM(H), e M é o subgrupo aberto desejado.
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Precisaremos agora de dois lemas:

Lema 3.2.3 ([SZ19, Prop. 4.4 e 4.5]). Seja G um grupo pro-p agindo continuamente sobre
um espaço profinito X . Se S ⊆ X é um subconjunto finito tal que as órbitas {Os}s∈S são
distintas duas-a-duas, então para T =

⋃
s∈S Os temos

Hn(G, [[FpT ]]) ≃
⊕
s∈S

Hn(Gs,Fp) .

Em particular, se G age livremente sobre X , então Hn(G, [[FpX]]) = 0 para n > 0. Além
disso, se R ⊆ X é um subconjunto fechado G-invariante de X , então a inclusão R ↪→ X

induz homomorfismos contínuos injetivos

ηR : Hn(G, [[FpR]])→ Hn(G, [[FpX]]) .

Demonstração. A primeira parte é uma aplicação direta do isomorfismo de Shapiro:

Hn(G, [[FpT ]]) = Hn(G, [[Fp
⋃
s∈S

Os]]), pela definição de T

≃ Hn(G,
⊕
s∈S

[[FpOs]]), pela Proposição 1.2.2

≃
⊕
s∈S

Hn(G, [[FpOs]]), pela Proposição 1.2.3

≃
⊕
s∈S

Hn(G, [[Fp(G/Gs)]]), pelo homeomorfismo G/Gs ≃ Os

≃
⊕
s∈S

Hn(G, Ind
G
Gs

Fp), pela definição de Ind

≃
⊕
s∈S

Hn(Gs,Fp), pelo isomorfismo de Shapiro.

Notemos queX possui uma base formada por subconjuntosG-invariantes simultaneamente
abertos e fechados. Este argumento é uma adaptação da demonstração de [RZ10, Lem. 5.6.4].
De fato, se U é um subconjunto aberto e fechado de X , tomemos S =

⋂
g∈G gU . Com

certeza, S é G-invariante, fechado e está contido em U . Fixemos x ∈ S: para todo g ∈ G,
temos que gx ∈ S ⊆ U , e assim, pela continuidade da ação de G, para todo g ∈ G existem
vizinhanças Vg ⊆ G de g e Wg ⊆ U de x tais que VgWg ⊆ U . Como os {Vg} formam uma
cobertura aberta de G, existe uma subcobertura finita Vg1 , · · · , Vgn . Tome Wx =

⋂n
i=1Wgi .

Por construção, temos que Wx é uma vizinhança aberta de x contida em S. Como x é um
elemento arbitrário de S, podemos concluir que S é aberto.
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Assim, temos uma decomposição na homologia para U um subconjunto G-invariante
aberto e fechado de X contendo R:

Hn(G, [[FpX]]) = Hn(G, [[FpU ]])⊕Hn(G, [[Fp(X − U)]]) .

Em particular, o homomorfismo induzido ηU : Hn(G, [[FpU ]])→ Hn(G, [[FpX]]) é injetivo.
Como R é a interseção de todos os tais subconjuntos U , temos que ηR = lim←− ηU e portanto
também é injetivo.

Lema 3.2.4 ([SZ19, Lem. 4.6]). SejaG um grupo pro-p agindo sobre um espaço profinitoX ,
e suponha que os estabilizadores Gx = {g ∈ G | gx = x} sejam subgrupos topologicamente
finitamente gerados para todo x ∈ X . Então, H1(G, [[FpX]]) é finito se, e somente se, há
uma quantidade finita de G-órbitas em X sobre as quais G não age livremente.

Demonstração. Seja T o conjunto dos pontos em X cujo estabilizador não é trivial:

T = {x ∈ X | Gx ̸= {1}} .

Temos que T é um conjunto G-invariante, uma vez que Gx ̸= {1} se, e somente se,
Ggx = g−1Gxg ̸= {1}. Assim, a inclusão T ↪→ X induz uma inclusão G\T ↪→ G\X .
Dessa forma, assumamos que G\T é finito e, portanto, fechado, e temos que T também é
fechado em X .

Denotemos por M o [[FpG]]-módulo [[FpX]]/[[FpT ]]. Pela Proposição 1.2.2, temos um
isomorfismo M ≃ [[Fp(X/T, ∗)]] onde ∗ representa a imagem de T em X/T . Como G age
livremente sobre X − T e consequentemente sobre M , pelo Lema 3.2.3 podemos concluir
que Hn(G,M) = {0} para n > 0.

A sequência exata curta

0→ [[FpT ]]→ [[FpX]]→M → 0

induz uma sequência exata longa na homologia que nos permite concluir queHn(G, [[FpT ]]) ≃
Hn(G, [[FpX]]) para todo n ≥ 1, e, em particular, em dimensão 1. Escolha um conjunto
completo de representantes S de G\T em T , e aplicando o Lema 3.2.3 podemos concluir que

H1(G, [[FpX]]) ≃ H1(G, [[FpT ]]) ≃
⊕
s∈S

H1(Gs,Fp) ≃
⊕
s∈S

Gs/Φ(Gs) .

Por hipótese, S é um conjunto finito e cada Gs é finitamente gerado, e portanto o mesmo vale
para H1(G, [[FpX]]).

Agora, supondo por contradição que H1(G, [[FpX]]) seja finito (de ordem < n para
algum n natural) e que haja uma quantidade infinita de G-órbitas em X sobre as quais G não
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age livremente, tome n tais G-órbitas Ox1 , · · · , Oxn e considere R =
⋃n
i=1Oxi sua união.

Temos:

n > |H1(G, [[FpX]])|
≥ |H1(G, [[FpR]])| , pelo Lema 3.2.3

=

∣∣∣∣∣
n⊕
i=1

H1(Gxi ,Fp)

∣∣∣∣∣ , novamente pelo Lema 3.2.3

=
n∑
i=1

|Gxi/Φ(Gxi)| ≥ n

e deste modo há também apenas um número finito de G-órbitas em X sobre as quais G não
age livremente.

O último resultado que necessitamos é uma versão preliminar, mais fraca, de um análogo
pro-p do Teorema de Baumslag.

Lema 3.2.5 ([SZ19, Teo. 4.7]). SejamG1, · · · , Gn grupos pro-p que satisfazem a propriedade
de Howson, e sejam Hi subgrupos fechados de Gi topologicamente finitamente gerados
para todo 1 ≤ i ≤ n. Defina G =

∐n
i=1Gi e H =

∐n
i=1Hi, e tome K um subgrupo

topologicamente finitamente gerado de G. Então, K ∩ H é topologicamente finitamente
gerado.

Demonstração. Consideremos o grafo profinito padrão Γ associado à construção do produto
livre

∐n
i=1Gi, um recobrimento do grafo dado pelo Exemplo 1.6.1. Temos que V (Γ) é

homeomorfo a
⋃n
i=1G/Gi e que Γ = V (Γ) ∪ ( ·∪n−1

i=1G). Como Γ é uma p-árvore, temos a
seguinte sequência exata curta:

0→ [[FpG]]n−1 →
n⊕
i=1

[[Fp(G/Gi)]]→ Fp → 0 . (3.2)

Analogamente, obtemos uma sequência exata curta através do grafo profinito padrão
associado à H:

0→ [[FpH]]n−1 →
n⊕
i=1

[[Fp(H/Hi)]]→ Fp → 0 . (3.3)

Calculando a homologia de K com coeficientes nos módulos da sequência (3.2) e a
homologia de K ∩H com coeficientes nos módulos da sequência (3.3), e observando que
[[FpG]] (respectivamente, [[FpH]]) é um [[FpK]]-módulo livre pelo Cor. 5.7.2 de [RZ10]
(respectivamente, [[Fp(K ∩ H)]]-módulo livre), obtemos as seguintes sequências exatas
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longas:

0→
n⊕
i=1

H1(K, [[Fp(G/Gi)]])→ H1(K,Fp)→

[[Fp(K\G)]]n−1 τ→
n⊕
i=1

[[Fp(K\G/Gi)]]→ Fp → 0

(3.4)

0→
n⊕
i=1

H1(K ∩H, [[Fp(H/Hi)]])→ H1(K ∩H,Fp)→ [[Fp(K ∩H)\H]]n−1 σ→

n⊕
i=1

[[Fp(K ∩H)\H/Hi]]→ Fp → 0

(3.5)

A estratégia agora é utilizar a sequência (3.5) para mostrarmos que H1(K ∩H,Fp) ≃
(K ∩H)/Φ(K ∩H) é finito, e portanto K ∩H é finitamente gerado, provando a redução do
teorema. Para isto, precisamos ainda obter algumas informações sobre os grupos em ambas
as sequências.

A inclusão K ∩H ↪→ K nos dá o seguinte diagrama comutativo:

[[Fp(K\G)]]n−1 τ
✲

n⊕
i=1

[[Fp(K\G/Gi)]]

[[Fp(K ∩H)\H]]n−1

α = corKK∩H

✻

σ
✲

n⊕
i=1

[[Fp(K ∩H)\H/Hi]]

corKK∩H = β
✻

Vamos mostrar que o núcleo de todas as aplicações envolvidas é finito. Temos que α
coincide com o mapa induzido no módulo profinito livre pela composição H → G→ K\G,
se fatorando através do quociente (K ∩H)\H . Assim, α é injetiva. Um argumento similar
também nos permite concluir que β é injetiva pois é a soma direta das aplicações injetivas
[[Fp(K ∩H)\H/Hi]] → [[Fp(K\G/Gi)]]. Além disso, a exatidão da sequência (3.4) nos
garante que o núcleo de τ é uma imagem homomórfica deH1(K,Fp), que é finito por hipótese.
Logo, Ker(τ) também é finito. Como Ker(τα) = Ker(βσ) = Ker(σ), podemos concluir
que este último é também finito.

Para todo 1 ≤ i ≤ n, todos os estabilizadores da ação deK sobreG/Gi à direita coincidem
com a interseção de K com algum conjugado de Gi em G. Assim, pelo Teorema de Kurosh
(Teorema 1.5.7), como K é finitamente gerado e estes estabilizadores são fatores livres deste
mesmo, podemos concluir que estes também são topologicamente finitamente gerados, e
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nos encontramos nas hipóteses do Lema 3.2.4 para H1(G, [[Fp(G/Gi)]]). Como H1(K,Fp)
é finito, pela sequência (3.4) o mesmo vale para cada H1(G, [[Fp(G/Gi)]]). Aplicando o
lema, podemos concluir que K age livremente sobre G/Gi exceto sobre um conjunto finito
de órbitas para cada Gi.

Assim, K ∩H também age livremente sobre G/Gi exceto sobre um conjunto finito de
órbitas. Como Ker(β) é finito, apenas uma quantidade finita de K ∩H-órbitas em H/Hi

é levada em uma K-órbita de G/Gi através da inclusão H/Hi ↪→ G/Gi. Logo, podemos
concluir também que K ∩H também age livremente sobre H/Hi exceto sobre um conjunto
finito de órbitas.

Como para K, os estabilizadores da ação de K ∩ H sobre H/Hi coincidem com a
interseção de K ∩H com algum conjugado hHih

−1 de Hi em H . Uma vez que

K ∩H ∩ hHih
−1 = K ∩ hHih

−1 = (K ∩ hGih
−1) ∩ hHih

−1

e cada Gi satisfaz a propriedade de Howson, podemos concluir que estes estabilizadores são
topologicamente finitamente gerados. Novamente aplicando o Lema 3.2.4, podemos concluir
que H1(K ∩H, [[Fp(H/Hi)]]) é finito para todo 1 ≤ i ≤ n.

Pela sequência (3.5), como o núcleo de σ é finito, podemos concluir que a imagem
de
⊕n

i=1H1(K ∩H, [[Fp(H/Hi)]]) em H1(K ∩ H,Fp) possui codimensão finita. Como
provamos que este subespaço também é de dimensão finita, deduzimos que H1(K ∩H,Fp)
também é finito, de onde segue que K ∩ H é topologicamente finitamente gerado, como
desejado.

Agora, podemos enunciar e provar a versão pro-p do Teorema de Baumslag:

Teorema 3.2.6 ([SZ19, Teo. 1.9]). Se G1 e G2 são dois grupos pro-p que satisfazem
a propriedade de Howson, então seu produto pro-p livre G1

∐
G2 também satisfaz a

propriedade de Howson.

Demonstração. Tendo em vista a Proposição 3.2.2, dadosH eK subgrupos topologicamente
finitamente gerados de G = G1

∐
G2, podemos substituir G por um subgrupo aberto

U =
∐n

i=1 Ui contendo H tal que H =
∐n

i=1Hi com Hi ≤c Ui. Temos que U ∩K é um
subgrupo topologicamente finitamente gerado de U , de forma que H ∩ (U ∩K) = H ∩K.
Assim, podemos aplicar o Lema 3.2.5 nos dando que H ∩K é um subgrupo topologicamente
finitamente gerado.



Capítulo 4

Retração virtual e grupos de Marshall
Hall

Seja X uma classe de grupos profinitos: dizemos que um grupo profinito G possui a
propriedade de retração virtual para subgrupos em X se dado qualquer subgrupo fechado
H de G tal que H está em X , então existe um subgrupo aberto U de G contendo H e um
homomorfismo τ : U → H estendendo a identidade em H , isto é, τ|H = IdH . Neste caso,
dizemos queH é uma retração de U . A existência de uma retração τ : U → H é equivalente à
existência de um subgrupo normal fechadoN�cU tal que U ≃ NoH , a saber,N = Ker(τ).

Seguindo [SZ19], o primeiro objetivo deste capítulo é demonstrar, na Seção 4.1, que um
grupo de Dëmushkin infinito G possui a propriedade de retração virtual para seus subgrupos
fechados topologicamente finitamente gerados se G ≃ Z2

p ou d(G) ≥ 3, e na Seção 4.2 que
esta propriedade é fechada para produtos pro-p livres finitos.

Dizemos que um grupo pro-p G é um grupo de Marshall Hall se todo subgrupo fechado
H topologicamente finitamente gerado deG é virtualmente um fator livre, isto é, se existe um
subgrupo abertoU ≤o G e um subgrupo fechadoQ ≤c U tal queU = H

∐
Q. A propriedade

de Marshall Hall é mais forte que a propriedade de retração virtual: se U = H
∐
Q, então

a projeção de U em H induzida pela identidade em H e pelo homomorfismo trivial em Q

é uma retração. Todo grupo finito satisfaz trivialmente a condição de Marshall Hall. O
Teorema 1.5.4 nos mostra que todo grupo pro-p livre topologicamente finitamente gerado
também é um grupo de Marshall Hall, e a Proposição 4.3.1 mostra que o único grupo de
Dëmushkin que também é um grupo de Marshall Hall é o grupo finito Z/2Z.

O último objetivo deste capítulo demonstrar que a classe dos grupos de Marshall Hall
topologicamente finitamente gerados é composta pelos grupos obtidos pelos produtos pro-p
livres de p-grupos finitos e grupos pro-p livres, seguindo também [SZ19].
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4.1 Retração virtual em grupos de Dëmushkin

Para G um grupo de Dëmushkin pro-p, escrevemos d(G) = n e G = F/L, onde F é o
grupo pro-p livre em n geradores e L é o subgrupo fechado normal gerado por um elemento r
em F2 (relembremos que a série q-central de F é definida por Fi = F q

i−1[Fi−1, F ] e F1 = F ).
Se q é a ordem da torção em Gab, tomamos κ = Fp e R = Z/qZ (notemos que κ é o corpo
de resíduos de R se q ̸= 0).

Primeiramente, observemos que o fato da restrição ser nula em dimensão 2 nos dá que
para um subgrupo aberto U de G a imagem da restrição resGU em H1(U, κ) é isotrópica
(Definição A.2.1). Se q ̸= 0, denotemos por ρ : H1(G,R)→ H1(G, κ) a redução módulo p.
Seja χσ ∈ H1(G,R) o elemento dado pelo Lema 2.3.3. Temos a seguinte proposição:

Proposição 4.1.1 ([SZ19, Cor. 2.13]). Seja N um subespaço isotrópico de H1(G, κ) ≃
H1(F, κ). Se q ̸= 0, suponha que ρ(χσ) ∈ N . Então, existe uma base x1, · · · , xn de F e
elementos γ, δ ∈ Zp tais que

r = xγ1 [x1, x2]x
δ
3[x3, x4] · · · [xn−1, xn]

e que também satisfaça η(x2i−1) = 0 para todo 1 ≤ i ≤ t e todo η ∈ N .

Demonstração. Pela Proposição A.2.3, existe uma base simplética a1, b1, · · · , at, bt de
H1(G, κ) tal que b1 = ρ(χσ) se q ̸= 0 e N ⊆ ⟨b1, · · · , bt⟩. Pela Proposição A.1.5, podemos
levantar esses vetores à uma base simplética A1, B1, · · · , At, Bt de H1(G,R) com B1 = χσ.
Tomemos em F uma base dual w1, · · · , wn (notemos que w2i−1 é dual de Ai e w2i é dual de
Bi para todo 1 ≤ i ≤ t). Pela Proposição 2.3.6, a relação r se escreve como:

r ≡ wq1[w1, w2] · · · [wn−1, wn] (mod F3) .

Pelo Teorema de Classificação dos Grupos de Dëmushkin (Teorema 2.3.9), como n = 2t

é par, existe uma base x1, · · · , xn de F e elementos γ, δ em Zp tais que

r = xγ1 [x1, x2]x
δ
3[x3, x4] · · · [xn−1, xn] .

Além disso, temos que xi ≡ wi (mod F2) para todo 1 ≤ i ≤ n, uma vez que o processo de
correção na demonstração do Teorema 2.3.9 se dá por sucessivos termos da série q-central.
Assim, temos que

bj(x2i−1) = bj(w2i−1) = ρ(Bj)(w2i−1) = 0

pela escolha de w2i−1, como desejado.
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Para aplicarmos essa proposição, precisamos garantir que χσ está na imagem da restrição.
Seja agora χ : G → U1

p a ação de G sobre seu invariante ciclotômico. Como q, pelo
Teorema 2.3.13, é a maior potência de p tal que Im(χ) ⊆ 1 + qZp, se q ̸= 0 temos um
homomorfismo τ de Im(χ) em (κ,+) dado por 1 + qz 7→ z (mod p).

Um subgrupo aberto U de G também é um grupo de Dëmushkin com d(U) = (d(G)−
2)[G : U ] + 2. Como d(U) também é par, denotaremos seus invariantes por

qU , χUσ , χ
U , τU

enquanto os invariantes de G serão denotados por

qG, χGσ , χ
G, τG .

Notemos que χU = χG|U . Então, vale o seguinte:

Lema 4.1.2 ([SZ19, Prop. 2.15]). Seja K um subgrupo fechado de índice infinito (i.e.,
não-aberto) em G com d(G) > d(K) + 2 e suponha que qG = q(G) ̸= 0. Então, existe um
subgrupo aberto próprio U de G contendo K tal que ρ(χUσ ) ∈ Im(resGU ).

Demonstração. Tomemos g1, g2 ∈ G tais que Im(χG) = ⟨χG(g1), χG(g2)⟩. Como d(G) >
d(K)+2, sabemos que o subgrupo fechadoQ gerado porK, g1 e g2 é próprio, e portanto está
contido em algum subgrupo aberto próprioU . Como g1, g2 ∈ U , vale que Im(χU) = Im(χG).
Disto, podemos concluir que qG = qU e τG = τU .

Tendo em vista a fórmula do invariante ciclotômico χG dada pelo Teorema 2.3.13,
deduzimos que τG ◦ χG = χGσ (e o mesmo para U ). De fato, temos:

τG(1 + q) = 1, se q ̸= 2 ;

τG((1 + 2f )−1) = −τG(1 + 2f ) ≡ 0 (mod 2) ;

τG(3 + 4β) = τG(1 + 2(1 + 2β)) = 1 .

e portanto:

ρ(χUσ ) = τU ◦ χU = τG ◦ χG|U = resGU (τ
G ◦ χG) = resGU (χ

G
σ ) .

Notemos que para p ̸= 2, a hipótese do Lema 4.1.2 pode ser relaxada parad(G) > d(K)+1,
uma vez que o subgrupo p-Sylow de Z×

p é sempre procíclico (e portanto Im(χG) também é
procíclica). Entretanto, isso não tem consequência sobre como aplicaremos o resultado, uma
vez que no contexto do Teorema 4.1.4 poderemos tomar G com d(G) arbitrariamente grande
enquanto mantemos K fixo.
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Lema 4.1.3 ([SZ19, Lem. 2.8]). Um subgrupo finitamente geradoK de um grupo profinitoG
é uma retração deG se, e somente se, existe um homomorfismo λ : G→ K/Φ(K) estendendo
o quociente de Frattini ϕ : K → K/Φ(K), tal que existe µ : G → K fazendo o seguinte
diagrama comutar:

G

K
ϕ
✲

✛....
.....

.....
.....

..
µ

K/Φ(K)

λ
❄

Demonstração. Se τ : G→ K é uma retração, então podemos tomar λ = ϕ ◦ τ e obtemos
uma solução do diagrama com µ = τ . Seja então uma solução µ do diagrama acima, e faça
N = Ker(µ). Como µ estende ϕ, temos que µ(K)Φ(K) = K e portanto µ restrita à K é
sobrejetiva. Isto nos dá que KN = G. Como K é finitamente gerado, K é Hopfiano, e
portanto µ|K : K → K é um isomorfismo. Isso garante que K ∩ N = {1}, terminando a
demonstração.

Teorema 4.1.4 ([SZ19, Teo. 1.1]). Seja G um grupo de Dëmushkin pro-p com número
mínimo de geradores d(G) = n ≥ 3, e seja K um subgrupo fechado finitamente gerado de G.
Então, existe um subgrupo aberto U de G, contendo K, tal que K é uma retração de U .

Demonstração. Se n é ímpar, então temos que q = p = 2 pela Proposição 2.3.4. Assim, se
K for aberto, tomamos U = K, e se K possui índice infinito, então este está contido em
algum subgrupo maximal G′ de G, de forma que

d(G′) = [G : G′](d(G)− 2) + 2 = 2n− 2

é par. Substituindo G por G′, podemos assumir que n é par sem perda de generalidade.
Como K/Φ(K) é finito, existe um subgrupo aberto de G contendo K e estendendo o

homomorfismo de Frattini. Novamente substituindo G por esse subgrupo aberto, podemos
supor que existe θ : G→ K/Φ(K) estendendo a aplicação natural ϕ : K → K/Φ(K). Com
uma última substituição deG por um subgrupo aberto, podemos garantir que d(G) > d(K)+1.

Pelo Lema 4.1.2, existe um subgrupo aberto próprio U de G, contendo K, tal que
ρ(χUσ ) ∈ Im(resGU ) se q ̸= 0. Definimos λ = θ|U : U → K/Φ(K) e

λ∗ = infUK/Φ(K) : H
1(K/Φ(K), κ)→ H1(U, κ) .

Tomando N como Im(λ∗) se q = 0 ou como ⟨Im(λ∗), ρ(χUσ )⟩ se q ̸= 0, temos λ∗(η) =
η ◦ λ = resGU (η ◦ θ) e portanto N é um subespaço isotrópico de H1(U, κ) uma vez que está
contido na imagem da restrição resGU .
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Assim, podemos aplicar a Proposição 4.1.1 para U , nos fornecendo uma apresentação

U ≃ ⟨x1, · · · , xn | xγ1 [x1, x2]xδ3[x3, x4] · · · [xn−1, xn] = 1⟩

tal que para todo η ∈ H1(K/Φ(K), κ) e todo i com 1 ≤ i ≤ t, temos:

η(λ(x2i−1)) = (λ∗η)(x2i−1) = 0 .

Como λ(x2i−1) é aniquilado por todos os funcionais de K/Φ(K) como espaço vetorial
sobre κ, concluímos que λ(x2i−1) = 0 para todo 1 ≤ i ≤ t. Assim, a função µ : U → K

que associa x2i−1 a 1 e x2i a alguma escolha de elemento em ϕ−1(λ(x2i)) para todo i é um
homomorfismo bem definido de U em K, pois satisfaz trivialmente a relação acima. Pela
construção de µ, temos que ϕ◦µ = λ, e portantoK é uma retração deG pelo Lema 4.1.3.

Uma versão para grupos de Dëmushkin não solúveis dos clássicos teoremas de Greenberg
para grupos Fuchsianos ([Gre60]) segue como consequência natural da propriedade de
retração virtual:

Proposição 4.1.5. Sejam G um grupo de Dëmushkin com d(G) ≥ 3 e H um subgrupo
fechado finitamente gerado de G. Se H contém um subgrupo fechado não-trivial N tal que
N é normal em G, então H é aberto em G.

Demonstração. Pela propriedade de retração virtual (Teorema 4.1.4), existe um subgrupo
aberto U ≤o G e um subgrupo fechado K �c U tais que U ≃ K oH . Se K não for trivial,
então tome elementos não-triviais k ∈ K e n ∈ N . Uma vez que

(k, 1)(1, n)(k−1, 1) = (knk−1n−1, n) ∈ {1}oN ,

podemos concluir que n e k comutam. Assim, o subgrupo de U gerado por n e k é isomorfo
a Z2

p uma vez que K ∩H = {1}. Como todo subgrupo fechado não-trivial de G deve ser
novamente Dëmushkin com número de geradores maior que ou igual a 3 ou pro-p livre, tal k
não pode existir e portanto K = {1}, demonstrando que H = U é aberto em G.

Corolário 4.1.6. Todo subgrupo normal fechado N �c G não-trivial e finitamente gerado de
um grupo de Dëmushkin G com d(G) ≥ 3 é aberto em G.

Corolário 4.1.7. O centro de todo grupo de Dëmushkin não solúvel é trivial.

Demonstração. Como G não é solúvel, temos que Z(G) possui índice infinito e portanto
é cíclico ou trivial. Como Z(G) é normal em G e finitamente gerado, Z(G) é trivial pelo
Corolário 4.1.6.
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Corolário 4.1.8. SejamG um grupo de Dëmushkin com d(G) ≥ 3 eH um subgrupo fechado
finitamente gerado de G. Se H intersecta todos os subgrupos fechados finitamente gerados
não-cíclicos de G, então H é aberto em G.

Demonstração. Novamente, a propriedade de retração virtual do Teorema 4.1.4 garante que
existem subgrupos U ≤o G e K �c U tais que U ≃ K oH . Pelo Corolário 4.1.6, temos que
K ou é trivial ou é infinitamente gerado. Como K não é cíclico e K ∩H = {1}, temos que
K deve ser trivial e portanto H = U é aberto em G.

Para completarmos a classificação, vamos estudar os casos onde temos d(G) = 2.

Proposição 4.1.9. Seja G um grupo pro-p abeliano topologicamente finitamente gerado.
Então G possui a propriedade de retração virtual para seus subgrupos fechados (que são
todos finitamente gerados).

Demonstração. Uma vez queG é abeliano e topologicamente finitamente gerado, sabemos que
seu subgrupo de torção tor(G) é finito e portanto fechado. Assim, temos uma decomposição
da forma G ≃ Znp × tor(G). Além disso, é evidente para todo subgrupo H de G que
tor(H) = tor(G) ∩H . Assim, basta mostrarmos que para todo H existe um subgrupo aberto
de G que retrai para seu fator livre-de-torção.

Podemos supor então, sem perda de generalidade, que G é livre-de-torção. Dado H
um subgrupo fechado de G, tomemos U um subgrupo aberto de G para o qual existe
um homomorfismo λ : U → H/Φ(H) estendendo o homomorfismo de Frattini ϕ : H →
H/Φ(H). Como U é finitamente gerado e livre-de-torção, U é projetivo na categoria dos
grupos pro-p abelianos. Assim, temos o diagrama comutativo

U

H
ϕ
✲

✛....
......

......
.....

H/Φ(H)

λ
❄

Isto significa, pelo Lema 4.1.3 que H é uma retração de U , como desejado.

Exemplo 4.1.10. A hipótese de G ser pro-p na Proposição 4.1.9 não pode ser muito relaxada,
como mostra o exemplo G = Ẑ e H =

∏
p pZp. O subgrupo H é fechado em G e procíclico.

Se existisse um subgrupo abertoU deG que retraísse paraH , teríamosU ≃ U/H×H , porém
U/H é um subgrupo aberto de G/H ≃

∏
p Z/pZ e portanto contém um subgrupo isomorfo

a Z/pZ para algum primo p. Como G é livre-de-torção, obtemos uma contradição. �

Proposição 4.1.11. Se G é um grupo de Dëmushkin pro-p, 2-gerado e não-comutativo com
p ̸= 2, então G não possui a propriedade de retração virtual para seus subgrupos fechados
topologicamente finitamente gerados.
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Demonstração. Os grupos de Dëmushkin 2-gerados e não comutativos são os grupos dados
pelo Exemplo 2.1.8 (cf. Teorema 2.3.9). Existe um inteiro p-ádico invertível α tal que uma
apresentação de G é

G ≃
〈
x, y | yxy−1 = x1+qα

〉
.

Em particular, o subgrupo fechadoH gerado topologicamente por x emG é normal. Suponha,
por contradição, que exista um subgrupo aberto U de G que retraia para H . Neste caso,
existiria um subgrupo normal fechado N de U tal que U ≃ N oH . Como H é normal em
G, H também seria normal em U , e portanto esta decomposição em produto semidireto se
tornaria uma decomposição em produto direto: U ≃ N×H . O isomorfismoU/N ≃ H ≃ Zp
mostra que [U : N ] = ∞, isto é, N ≃ Zp e portanto U ≃ Z2

p. Como U seria ao mesmo
tempo um grupo abeliano livre-de-torção e um grupo dado por uma apresentação da forma

U =
〈
a, b | aq(U)β[a, b] = 1

〉
para algum β ∈ Z×

p , poderíamos concluir que q(U) = 0. Isto seria uma contradição uma vez
que q(U) ≥ q(G) > 0, com a primeira desigualdade sendo consequência de que χU = (χG)|U

seria um subgrupo aberto de Im(χG) = 1 + qZp (utilizamos aqui que p ̸= 2). Logo, não
existe subgrupo aberto em G que retraia para H .

Corolário 4.1.12. Para p ímpar, um grupo de Dëmushkin pro-p infinito G satisfaz a
propriedade de retração virtual para seus subgrupos fechados topologicamente finitamente
gerados se, e somente se, d(G) > 2 ou G ≃ Z2

p.

4.2 Retração virtual em produtos pro-p livres

Utilizando o Lema 3.2.1, provaremos que a propriedade de retração virutal para subgrupos
fechados topologicamente finitamente gerados é preservada por produtos pro-p livres finitos:

Teorema 4.2.1 ([SZ19, Teo. 4.2]). Sejam G1, · · · , Gn grupos pro-p que satisfazem a
propriedade de retração virtual para subgrupos fechados topologicamente finitamente
gerados. Então G =

∐n
i=1Gi também satisfaz a propriedade de retração virtual para

subgrupos fechados topologicamente finitamente gerados.

Demonstração. Seja H um subgrupo fechado de G topologicamente finitamente gerado, e
V o subgrupo aberto de G dado pelo Lema 3.2.1. Relembremos a notação: a decomposição
de Kurosh de H é dada por

H ≃

[
n∐
i=1

∐
u∈Di

uGiu
−1 ∩H

]∐
FH
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ondeDi é um conjunto de representantes distintos das classes laterais duplasH\G/Gi. Além
disso, para cada subgrupo aberto U de V existe um conjunto DU

i de representantes distintos
das classes duplas U\G/Gi contendo Di tal que a decomposição de Kurosh de U é dada por

U ≃

 n∐
i=1

∐
ui,j∈DU

i

ui,jGiu
−1
i,j ∩ U

∐FU .

Também vale que FH ≃ lim←−U�oV
FU induzida pelas inclusões H → U .

Como Gi satisfaz a propriedade de retração virtual, para cada 1 ≤ i ≤ n e u ∈ Di,
existe um subgrupo aberto Ui,u de V tal que uGiu

−1 ∩H é uma retração de uGiu
−1 ∩ Ui,u.

Tomando

U =
n⋂
i=1

⋂
u∈Di

Ui,u

obtemos um subgrupo aberto de V tal que todo ui,jGiu
−1
i,j ∩U retrai sobre sobre ui,jGiu

−1
i,j ∩H ,

e basta acharmos N �o U tal que FN retraia sobre FH .
O conjunto dos subgrupos abertos normais de U é cofinal no limite inverso FH ≃

lim←−U�oV
FU , e portanto temos que FH ≃ lim←−W�oU

FW . Agora, prosseguimos como na
Proposição 3.2.2 e denotando πW : FH → FW o homomorfismo do limite inverso tomamos
M �o U tal que d(πM(FH)) = d(FH). Pela propriedade Hopfiana (Proposição 1.1.4) o
homomorfismo πM é injetivo.

Aplicando a versão pro-p do Teorema de Marshall Hall (Teorema 1.5.4) ao grupo pro-p
livre FM , existe um subgrupo aberto R de FM tal que πN(FH) é um fator livre de R. Se N
é a imagem inversa em M de R através da projeção canônica M → FM , temos o seguinte
diagrama comutativo:

H ⊂ ✲ N ⊂ ✲ M

FN
✛✛

FH

❄❄
⊂ ✲✛✛

⊂

πN
✲

R

❄❄
⊂ ✲

✲✲

FM

❄❄

Como πN(FH) é uma retração de FN (induzida pela retração de R sobre FH), temos
uma retração nos quocientes de Frattini FN/Φ(FN) → πN(FH)/Φ(φN(FH)). Assim,
Φ(πN(FH)) = Φ(FN) ∩ πN(FH) e pelo Lema 1.5.3 podemos concluir que πN(FH) é um
fator livre de FN . Uma vez que πN coincide com a composição de homomorfismos injetivos



4.3 Grupos de Marshall Hall 88

FH → H → N → FN , temos que FH é um fator livre de FN pelo Lema 1.5.5. Em particular,
FH é uma retração de FN .

Corolário 4.2.2. Sejam G1, · · · , Gn grupos pro-p topologicamente finitamente gerados tais
que cada Gi satisfaz uma das condições abaixo:

(a) Gi é um grupo pro-p livre.

(b) Gi é abeliano.

(c) Gi é um grupo de Dëmushkin com d(G) > 2.

Então,G =
∐n

i=1Gi satisfaz a propriedade de retração virtual para seus subgrupos fechados
topologicamente finitamente gerados.

Demonstração. Isto é uma combinação do Teorema 1.5.4, da Proposição 4.1.9, do Corolá-
rio 4.1.12 e do Teorema 4.2.1.

4.3 Grupos de Marshall Hall

Primeiramente, chamamos a atenção para algumas propriedades dos grupos de M. Hall.
Se H é um subgrupo topologicamente finitamente gerado de um grupo de Marshall Hall
G, então H também é um grupo de Marshall Hall. De fato, dado um subgrupo fechado
topologicamente finitamente geradoK deH , podemos encontrar um subgrupo abertoU ≤o G
tal que K seja fator livre de U . Então, o Teorema de Kurosh para subgrupos topologicamente
finitamente gerados (Teorema 1.5.7) aplicado ao subgrupo H ∩ U de U nos fornece que
K = K ∩H ∩ U é um fator livre de H ∩ U .

Todo grupo G de Marshall Hall satisfaz a propriedade de retração virtual para seus
subgrupos fechados topologicamente finitamente gerados, pois, dado um tal subgrupo H , a
projeção U → H é uma retração de U sobre este subgrupo.

Diretamente das propriedades de hereditariedade dos grupos de Dëmushkin infinitos,
podemos concluir o seguinte resultado, o qual deve ser comparado com o Corolário 5.5.8.

Proposição 4.3.1. Seja G um grupo de Dëmushkin. Se G for infinito, então G não é um
grupo de Marshall Hall.

Demonstração. Se G é infinito, então G possui um subgrupo fechado, próprio, não-aberto e
não-trivial H . Pelo Exemplo 1.3.11, H é pro-p livre. Se G fosse um grupo de Marshall-Hall,
então existiria um subgrupo aberto U deG tal que U ≃ H

∐
K para algum subgrupo fechado

K ≤c U . Como K estaria contido no núcleo da projeção U → H , sabemos que K não seria
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aberto em U e portanto também seria um grupo pro-p livre. Pela Proposição 1.3.9, U seria
um grupo de Dëmushkin, porém o produto livre de dois grupos pro-p livres é novamente
um grupo pro-p livre, gerando uma contradição. Logo, não existe subgrupo aberto de G
contendo H como um fator livre.

Nosso objetivo nesta seção é seguir os argumentos apresentados na Sec. 4.2 de [SZ19]
para caracterizar a classe dos grupos de Marshall Hall topologicamente finitamente gerados.
Primeiramente, vamos deduzir que esta classe é de fato fechada para produtos livres pro-p:

Teorema 4.3.2 ([SZ19, Teo. 4.2]). SejamG1, · · · , Gn grupos de Marshall Hall pro-p. Então
G =

∐n
i=1Gi também é um grupo de Marshall Hall.

Demonstração. A demonstração é virtualmente igual à feita para o Teorema 4.2.1. A única
diferença está no seguinte passo: dado um subgrupo fechado H de G topologicamente
finitamente gerado, o Lema 3.2.1 nos fornece um subgrupo aberto V de G tal que para todo
aberto U de V sua decomposição de Kurosh é dada por

U ≃

 n∐
i=1

∐
ui,j∈DU

i

ui,jGiu
−1
i,j ∩ U

∐FU ,

onde DU
i é conjunto de representantes distintos das classes duplas U\G/Gi estendendo um

conjunto Di de representantes distintos de H\G/Gi tais que uGiu
−1 ∩H ̸= {1} para todo

u ∈ Di.
ComoGi é um grupo de Marshall Hall, para cada 1 ≤ i ≤ n e u ∈ Di existe um subgrupo

aberto Ui,u de V tal que uGiu
−1 ∩H é um fator livre de uGiu

−1 ∩ Ui,u. Tomando

U =
n⋂
i=1

⋂
u∈Di

Ui,u ,

o Teorema de Kurosh para subgrupos abertos (Teorema 1.5.6) aplicado à uGiu
−1 ∩ U

dentro de uGiu
−1 ∩ Ui,u nos fornece que uGiu

−1 ∩H também é um fator livre do primeiro.
Assim, obtemos um subgrupo aberto U de V para o qual ui,jGiu

−1
i,j ∩H é um fator livre de

ui,jGiu
−1
i,j ∩ U para todo 1 ≤ i ≤ n e ui,j ∈ DU

i . A demonstração agora prossegue como no
Teorema 4.2.1 sem mais alterações.

Para mostrarmos agora que todo grupo de Marshall Hall topologicamente finitamente
gerado se decompõe como produto pro-p livre de p-grupos finitos e grupos pro-p livres, basta
mostrarmos que um grupo de Marshall Hall infinito, topologicamente finitamente gerado
e livremente indecomponível, isto é, que não se decompõe em um produto pro-p livre de
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subgrupos não triviais, é isomorfo a Zp. Para isto, primeiro precisamos controlar a possível
torção presente em tais grupos, o que faremos por meio do seguinte lema:

Lema 4.3.3 ([WZ17, Lem. 4.9 e Prop. 4.10]). Todo grupo de Marshall Hall G possui um
subgrupo finito maximal. Se G é topologicamente finitamente gerado, infinito e livremente
indecomponível eQ é um subgrupo finito maximal não-trivial deG, então existe um subgrupo
fechado, infinito e livremente indecomponível K ≤c G e um subgrupo aberto R ≤o K com
índice [K : R] = p tal que Q é um fator pro-p livre de R.

Demonstração. Primeiramente, mostraremos a existência de um subgrupo finito maximal.
Se H é um subgrupo finito não-trivial de G, pela propriedade de Marshall Hall existe um
subgrupo aberto U ≤o G tal que U = H

∐
L para algum subgrupo fechado L ≤c U . SeM é

um subgrupo finito de U contendoH , então o Teorema de Kurosh para subgrupos finitamente
gerados (Teorema 1.5.7) garante que H é um fator livre de M . Logo, como produtos livres
pro-p não-triviais são infinitos pela Proposição 1.5.1, devemos ter M = H , isto é, H é um
subgrupo finito maximal de U .

Vamos agora mostrar que existe uma cota superior na ordem dos subgrupos finitos de G
contendo H , implicando na existência de um subgrupo finito maximal de G contendo H . De
fato, se M é um subgrupo finito de G contendo H , então M ∩ U é um subgrupo finito de U
contendo H . Logo, M ∩ U = H . Assim, temos

[R : H] = [RU : U ] ≤ [G : U ]

e portanto
|R| = |H|[R : H] ≤ |H|[G : U ] ,

como desejado.
Suponhamos agora que G seja um grupo de Marshall Hall topologicamente finitamente

gerado, infinito e livremente indecomponível e que este possua um subgrupo finito maximal
não-trivial Q. Pela propriedade de Marshall Hall, Q é virtualmente um fator livre e então
podemos escolher um subgrupo aberto V de G contendo Q como fator livre tal que [G : V ]

seja o menor possível. Como G é livremente indecomponível e infinito, temos que V ̸= G, e
portanto existe um subgrupo aberto U entre V e G tal que [U : V ] = p.

Se U é dado por
∐n

i=1 Ui onde cada Ui é livremente indecomponível e topologicamente
finitamente gerado, novamente o Teorema de Kurosh garante que Q é conjugado de algum
subgrupo de um dos Ui. Assim, reordenando e trocando alguma das entradas por um
conjugado (permitido pelo Lema 1.5.5), podemos supor que Q ≤c U1 e tomar K = U1. Note
que a inclusão Q < K é estrita, uma vez que Q não é um fator livre de U (pois V é maximal
para esta propriedade).
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Como Q ̸= K e Q é um subgrupo finito maximal de G, sabemos que K é infinito. Então,
por fim, tomemos R = K ∩ V .

U =
n∐
i=1

Ui

V K = U1

R = K ∩ V

Q

Notemos primeiramente que R ̸= K, pois se K estivesse contido em V , aplicando
novamente o Teorema de Kurosh à K (pois K é topologicamente finitamente gerado),
teríamos queQ é um fator livre deK; uma contradição, uma vez queK é infinito e livremente
indecomponível. Assim, temos que

1 < [K : R] = [KV : V ] ≤ [U : V ] = p .

Para concluirmos a demonstração, o Teorema de Kurosh aplicado ao subgrupo R de V
garante que Q é um fator livre de R.

Proposição 4.3.4 ([SZ19, Prop. 4.12]). Se G é um grupo de Marshall Hall topologicamente
finitamente gerado, infinito e livremente indecomponível, então G é livre-de-torção.

Demonstração. Assumindo por contradição que G possua torção e passando a um subgrupo
fechado também topologicamente finitamente gerado, infinito e livremente indecomponível,
o Lema 4.3.3 nos fornece um subgrupo finito maximal Q e um subgrupo aberto R de G com
[G : R] = p tal que R = Q

∐
L para algum subgrupo fechado L ≤c R.

O Teorema 1.6.2 garante que existe um grafo de grupos pro-p finito e conexo (G,Γ) tal
que G ≃ Π1(G,Γ), R ∩ G(e) = {1} para toda aresta e ∈ E(Γ), e Q = R ∩ G(v) para algum
vértice v ∈ V (Γ). Assim, tomemos um tal grafo de grupos com grafo subjacente Γ minimal.

Como
[G(v) : Q] = [G(v)R : R] ≤ [G : R] = p ,

o grupo G(v) deve ser finito e portanto igual a Q. Além disso, para toda aresta e ∈ E(Γ)
incidente em v temos que G(e) ≤ G(v) = Q ≤c R e portanto G(e) = {1} uma vez que
R ∩ G(e) = {1}.
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Relembramos que uma aresta em um grafo finito Γ é uma ponte se a sua remoção
aumenta o número de componentes conexas de Γ. Se e fosse uma ponte, então teríamos
que Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ {e} onde Γ1 e Γ2 são subgrafos conexos disjuntos. Denotemos por Gi a
restrição de G a Γi. Como Π1(G,Γ) = Π1(G1,Γ1)

∐
Π1(G2,Γ2), pela indecomponibilidade

deG, o grupo fundamental da componente que não contém v deve ser trivial. Assim, teríamos
G ≃ π1(Gi,Γi) para algum i, contradizendo a minimalidade de Γ, e portanto e não pode ser
uma ponte.

1

e
(G1,Γ1) (G2,Γ2)

1

e
Π1(G1,Γ1) Π1(G2,Γ2)

Figura 4.1 Se e é uma ponte, então os grupos fundamentais de ambos os grafos de grupos são
isomorfos.

Como e não é uma ponte, então existe uma árvore de extensão em Γ que não contém a
aresta e. Pela construção de Π1(G,Γ) e o fato que G(e) = {1}, podemos concluir que Zp é
um fator livre de G, também contradizendo sua indecomponibilidade. Logo, G não possui
subgrupos de torção não-triviais, como queríamos demonstrar.

Agora podemos, por fim, classificar os grupos de Marshall Hall pro-p topologicamente
finitamente gerados:

Teorema 4.3.5 ([SZ19, Teo. 1.6]). SejaG um grupo de Marshall Hall pro-p topologicamente
finitamente gerado. Então, temos que

G ≃
n∐
i=1

Gi

onde cada Gi é um p-grupo finito ou um grupo pro-p livre.
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Demonstração. Escreva G ≃
∐n

i=1Gi onde cada Gi é um grupo pro-p não-trivial topologi-
camente finitamente gerado e livremente indecomponível. Basta mostrarmos que se algum
Gi for infinito, então temos Gi ≃ Zp.

Se Gi for infinito, então a Proposição 4.3.4 nos garante que Gi é livre-de-torção. Escolha
K um subgrupo de Gi isomorfo a Zp e seja U um subgrupo aberto de Gi contendo K
como um fator livre. Uma vez que Gi é livremente indecomponível, pela versão pro-p do
Teorema de Decomposição de Stallings (Corolário 1.6.3), devemos ter U = K. Como Gi é
virtualmente Zp, podemos concluir que Gi ≃ Zp, por exemplo, pelo teorema principal de
[Ser65] (cf. [Ser97, Prop. I.14’]).



Capítulo 5

Desigualdade de Hanna Neumann

Como observamos no início do Capítulo 3, a Conjectura Forte de Hanna Neumann para
um grupo pro-p G e subgrupos fechados topologicamente finitamente gerados H,K ≤c G é
a cota: ∑

x∈H\G/K

(d(H ∩ xKx−1)− 1) ≤ d(H)d(K) ,

onde d(G) = max{d(G)− 1, 0}. Neste capítulo, demonstraremos a validade desta cota no
caso em que G é um grupo de Dëmushkin não solúvel, seguindo [JZS19]. Combinando as
técnicas deste artigo com alguns resultados de [AJZ20], também demonstraremos que toda
retração H de um grupo de Dëmushkin G é inerte em G, isto é, vale d(H ∩K) ≤ d(K) para
todo subgrupo fechado K ≤c G.

A Seção 5.1 fornece um esboço da estratégia da demonstração, uma vez que esta
essencialmente toma todo o capítulo. Além disto, em tal seção é estabelecida a finitude do
lado esquerdo da desigualdade, bem como é demonstrada a falha desta quando G é um grupo
de Dëmushkin com d(G) = 2.

Na Seção 5.2, definimos os gradientes homológicos dos G-módulos profinitos p-
aniquilados e estabelecemos algumas de suas propriedades e suas conexões com a desigualdade
de Hanna Neumann. A Seção 5.3 é dedicada a demonstrar a Conjectura de Atiyah para a
álgebra de grupo [[FpG]] onde G é um grupo de Dëmushkin, implicando na integralidade dos
gradientes homológicos e na validade da conjectura de Kaplasnky sobre os divisores de zero
da álgebra [[FpG]].

Terminamos a demonstração da desigualdade na Seção 5.4, onde é demonstrado que
o gradiente de relação βG1 (−) satisfaz uma submultiplicatividade para alguns módulos
induzidos. Por fim, o capítulo se encerra na Seção 5.5, onde é demonstrada a inércia das
retrações de G. A principal referência ao longo de todo o capítulo é [JZS19].
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5.1 Desigualdade de Hanna Neumann e o invariante d

A desigualdade de Hanna Neumann para grupos de Dëmushkin pode ser enunciada como:

Teorema 5.1.1 ([JZS19, Teo. 1.1]). Seja G um grupo de Dëmushkin com d(G) > 2, e sejam
H e K dois subgrupos fechados e topologicamente finitamente gerados de G. Escolha um
conjunto completo de representantes X das classes laterais duplas H\G/K em G e defina

S = S(G,H,K) = {x ∈ X | H ∩ xKx−1 ̸= {1}} .

Então, o conjunto S é finito e temos que∑
x∈S

(
d(H ∩ xKx−1)− 1

)
≤ (d(H)− 1) (d(K)− 1) ,

onde o lado esquerdo não depende da escolha de representantes X .

Esboço da prova. Primeiramente, notemos que se x e y representam a mesma classe dupla
em H\G/K, então H ∩ xKx−1 e H ∩ yKy−1 são conjugados em G. Logo, a soma não
depende da escolha de representantes X . A ideia para a finitude de S é dar uma interpretação
homológica desta desigualdade. Para o lado esquerdo, temos

dimFp H1(G, [[Fp(H\G)]] ⊗̂Fp [[Fp(G/K)]]) =
∑

x∈H\G/K

d(H ∩ xKx−1) .

Essa igualdade é obtida ao notarmos que há um isomorfismo de H-módulos

[[Fp(G/K)]] ≃
⊔

x∈H\G/K

[[Fp(H/H ∩ xKx−1)]] .

Utilizando a propriedade de Howson (Teorema 3.1.1) e reduzindo ao caso pro-p livre, é
provado que o lado direito dessa soma é finito, ou seja, o conjunto S é finito.

Agora, para provar a desigualdade de Hanna Neumann, para cada G-módulo finitamente
apresentado M é introduzido um número chamado gradiente de relação βG1 (M). Esse
gradiente é monotônico tanto com respeito aos módulos quanto com respeito aos subgrupos
de G, e para o caso H e K de índice infinito em G temos

βG1 ([[Fp(H\G)]]) = d(H)− 1 , βG1 ([[Fp(G/K)]]) = d(K)− 1 ,

βG1 ([[Fp(H\G)]] ⊗̂Fp [[Fp(G/K)]]) =
∑
x∈S

(
d(H ∩ xKx−1)− 1

)
.

Desta forma, a desigualdade de Hanna Neumann pode ser obtida como consequência da
submultiplicatividade do gradiente de relação com respeito a produtos tensoriais.
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Esta submultiplicatividade é derivada da subaditividade (com respeito a sequências exatas
curtas de G-módulos) e o fato de que os G-módulos envolvidos podem ser encaixados em
uma sequência exata curta envolvendo umG-módulo para qual o gradiente de relação se anula.
Este anulamento é devido aos módulos sobre G satisfazerem a conjectura de Atiyah.

Notemos que a condição d(G) > 2 é necessária.

Proposição 5.1.2. Se G é um grupo de Dëmushkin com d(G) = 2, então existe um par de
subgrupo fechados topologicamente finitamente gerados H e K de G tais que S é infinito.
Além disso, também existe um par de subgrupos abertos U eW deG tais que S é finito porém∑

x∈S

(
d(U ∩ xWx−1)− 1

)
> (d(U)− 1) (d(W )− 1) .

Demonstração. Para a primeira parte, seja ϕ a composição dos homomorfismos contínuos

G→ Gab ≃ Zp/qZp × Zp → Zp

e tome H = K = Ker(ϕ). Como d(G) = 2 e [G : H] =∞, H é um subgrupo pro-p livre
solúvel e, portanto, procíclico. Em particular, H é topologicamente finitamente gerado.
Como H é normal e H\G/K = H\G/H ≃ G/H ≃ Zp, podemos concluir que S é infinito.

Agora, sejam U = W = Φ(G). Pelo mesmo raciocínio, temos S = G/Φ(G) e portanto
|S| = p2. Além disso, note que

d(U) = d(W ) = d(U ∩ xWx−1) = 2 , ∀x ∈ U\G/W .

Portanto, temos que:

(d(U)− 1) (d(W )− 1) = 1 < p2 =
∑
x∈S

(
d(U ∩ xWx−1)− 1

)
.

Além disso, no caso em que um dos subgrupos H ou K é aberto em G a desigualdade
de Hanna Neumann pode ser obtida através das fórmulas do posto das Proposições 1.3.3
e 2.1.10.

Proposição 5.1.3. Sejam G um grupo de Dëmushkin com d(G) > 2 e H e K subgrupos
fechados topologicamente finitamente gerados de G. Se H ou K for aberto em G, então
H\G/K é finito e, para qualquer escolha de conjunto completo de representantes X das
classes laterais duplas H\G/K em G, temos que∑

x∈X

(
d(H ∩ xKx−1)− 1

)
≤ (d(H)− 1) (d(K)− 1) .
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Demonstração. FixeX um conjunto completo de representantesX das classes laterais duplas
H\G/K em G. Como os subgrupos gHg−1 ∩K e H ∩ gKg−1 são conjugados para todo
g ∈ G, podemos assumir que K é o subgrupo aberto em G. Assim, para todo x ∈ X o
subgrupoH ∩ xKx−1 é aberto emH e a desigualdade do posto (Corolário 1.3.4) garante que

d(H ∩ xKx−1)− 1 ≤ [H : H ∩ xKx−1](d(H)− 1) .

Portanto, somando sobre X , obtemos:∑
x∈X

(
d(H ∩ xKx−1)− 1

)
≤
∑
x∈X

[H : H ∩ xKx−1](d(H)− 1)

= [G : K](d(H)− 1)

=
(d(K)− 2)

(d(G)− 2)
(d(H)− 1) , pela Proposição 2.1.10

≤ (d(K)− 2)(d(H)− 1)

≤ (d(H)− 1)(d(K)− 1) .

Vamos provar agora que, para um grupo de Dëmushkin G com d(G) > 2 e subgrupos
fechados topologicamente finitamente gerados H e K de G, o conjunto

S = S(G,H,K) = {x ∈ X | H ∩ xKx−1 ̸= {1}}

é finito. Como grupos de Dëmushkin satisfazem a propriedade de Howson pelo Teorema 3.1.1,
cada tal interseção é topologicamente finitamente gerada. SeH eK forem subgrupos fechados
de um grupo pro-p livre topologicamente finitamente gerado F , então S(F,H,K) é finito
pela Proposição B.1.6 e pelo Corolário B.1.5. O mesmo se aplica se F for um grupo pro-p
livre topologicamente gerado por um conjunto enumerável de geradores, uma vez que estes
podem ser identificados com subgrupos fechados de grupos pro-p livres topologicamente
finitamente gerados pela Prop. 8.6.3 de [RZ10]. Agora, precisaremos de um lema:

Lema 5.1.4 ([JZS19, Lem. 3.1 e Prop. 3.3]). Sejam G um grupo de Dëmushkin com
d(G) > 2 e T um subconjunto infinito de G.

(a) Se A é um subgrupo fechado de G com d(A) + 1 < d(G), então existe um subgrupo
fechado B ≤c G com [G : B] =∞ tal que B contém A e infinitos elementos de T .

(b) Se H e K são subgrupos de G topologicamente finitamente gerados e de índice infinito,
então existe um subgrupo normal aberto N �o G tal que

d(H ∩N) + d(K ∩N) + 1 < d(N) .
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Demonstração. (a) Construiremos indutivamente uma sequência de subgrupos abertos
Gn ≤o G e uma sequência de subgrupos fechados An ≤c G tais que An ≤c Gn e
d(An) + 1 < d(Gn), Tn = T ∩ Gn é infinito, An contém pelo menos n elementos de
T e a sequência (Gn)n∈N é estritamente decrescente, e a sequência (An)n∈N é crescente, com
respeito às inclusões.

Tome G0 = G e A0 = A e suponha que os subgrupos An e Gn estejam definidos. Para
construir Gn+1, considere o conjunto

Cn = {U ≤o Gn | An ≤c U e [Gn : U ] = p}

dos subgrupos de índice p em Gn que contêm An. Como Gn é aberto em G, este é
topologicamente finitamente gerado e, portanto, o conjunto Cn é finito (Prop. 2.5.1 de
[RZ10]). Além disso, para todo g ∈ Gn, temos que

d(⟨An ∪ {g}⟩) ≤ d(An) + 1 < d(Gn)

e portanto o subgrupo ⟨An ∪ {g}⟩ de Gn é próprio e está contido em algum elemento de Cn,
ou seja, os elementos de Cn formam uma cobertura de Gn. Logo, escolhemos Gn+1 ∈ Cn tal
que Tn+1 = Gn+1 ∩ T seja infinito.

Uma vez que An ⊆ Gn+1, sabemos que Rn = An ∩ T = An ∩ Tn+1 e, por hipótese, este
conjunto possui ao menos n elementos. Assim, se Rn for finito, escolha qualquer elemento
t ∈ Tn+1 −Rn e defina An+1 = ⟨An ∪ {t}⟩. Como An+1 contém Rn e t, podemos concluir
que | An+1 ∩ T |≥ n+ 1 como desejado. Caso Rn seja infinito, basta tomarmos An+1 = An.
De ambas as formas, temos que:

d(Gn+1) = p (d(Gn)− 2) + 2 , pela Proposição 2.1.10

≥ 2d(Gn)− 2 , pois p ≥ 2

≥ d(Gn) + 1 , pois d(Gn) > d(G) > 2

> d(An) + 2

≥ d(An+1) + 1 .

Definimos então B =
⋃
n∈NAn. Como B está contido em todos os Gn e [G : Gn] = pn,

podemos concluir que [G : B] = ∞. Por fim, como An ≤c B para todo n, temos que
|B ∩ T | > n para todo n, isto é, B contém infinitos elementos de T .

(b) Como H =
⋂
HN e K =

⋂
KN onde N percorre os subgrupos normais abertos

de G e ambos H e K possuem índice infinito em G, sabemos que existe N �o G que
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simultaneamente satisfaz:

[G : HN ] ≥ 2d(H) , [G : KN ] ≥ 2d(K) .

Pela fórmula do posto da Proposição 1.3.3:

d(H ∩N) = [H : H ∩N ] (d(H)− 1) + 1 , pois H é pro-p livre

= [HN : N ] (d(H)− 1) + 1

=
[G : N ] (d(H)− 1)

[G : HN ]
+ 1

=
[G : N ]d(H)− [G : N ] + [G : HN ]

[G : HN ]

≤ [G : N ]d(H)

[G : HN ]

≤ [G : N ]

2
.

Analogamente, também podemos concluir que d(K ∩N) ≤ [G : N ]
2

e portanto:

d(H ∩N) + d(K ∩N) + 1 ≤ [G : N ] + 1

< [G : N ](d(G)− 2) + 2 , pois d(G) > 2

= d(N) , pela Proposição 2.1.10.

Proposição 5.1.5 ([JZS19, Cor. 3.2 e Cor. 3.4]). Sejam G um grupo de Dëmushkin, H e
K dois subgrupos fechados topologicamente finitamente gerados de G e X um conjunto
completo de representantes das classes laterais duplas H\G/K em G. Então, o conjunto

S = S(G,H,K) = {x ∈ X | H ∩ xKx−1 ̸= {1}}

é finito e cada um dos subgrupos H ∩ xKx−1 com x ∈ X é topologicamente finitamente
gerado.

Demonstração. Isto é claro se H ou K forem abertos em G, então suponha que [G : H] =

[G : K] =∞. Pela parte (b) do Lema 5.1.4, tomeN um subgrupo normal aberto deG tal que

d(H ∩N) + d(K ∩N) + 1 < d(N) .

Seja R um conjunto completo de representantes de N\G e para todo x em S escreva
x = nrx com nx ∈ N e rx ∈ R. Como G é livre-de-torção, temos que

H ∩ xKx−1 ̸= {1} se, e somente se, H ∩ xKx−1 ∩N ̸= {1}
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e portanto:

S(N,H ∩N, rxKr−1
x ∩N) = {n ∈ (H ∩N)\N/(rxKr−1

x ∩N)

| H ∩ nrxKr−1
x n−1 ∩N ̸= {1}}

= {n ∈ (H ∩N)\N/(rxKr−1
x ∩N)

| H ∩ nrxKr−1
x n−1 ̸= {1}}

= Srx

Desta forma, como
S =

⋃
rx∈R

Srx · rx

basta mostrarmos cadaSrx é finito, uma vez queR é finito. Além disso, como (rxKr−1
x ∩N) =

rx(K ∩N)r−1
x , temos que

d(H ∩N) + d(rxKr
−1
x ∩N) + 1 = d(H ∩N) + d(K ∩N) + 1 < d(N)

por hipótese.
Suponha então, por contradição, que algum Srx seja infinito. Aplicando a parte (a) do

Lema 5.1.4 ao subgrupo A = ⟨H ∩N, rxKr−1
x ∩N⟩ de N , obtemos um subgrupo fechado

B ≤c N tal que B contém H ∩N , rxKr−1
x ∩N e infinitos elementos de Srx . Por um lado,

temos
Srx ⊆ S(B,H ∩N, rxKr−1

x ∩N) .

Por outro lado, como [N : B] =∞, o grupo B deve ser pro-p livre sobre um conjunto finito
ou enumerável ([RZ10, Cor. 2.6.5]) e, portanto,

|S(B,H ∩N, rxKr−1
x ∩N)| <∞

pela Proposição B.1.6 e pelo Corolário B.1.5. Assim, todos os conjuntos Srx são finitos e
logo S também é finito.

Corolário 5.1.6. Sejam G um grupo de Dëmushkin com d(G) > 2 e H e K dois subgrupos
fechados topologicamente finitamente gerados de G. Então:

dimFp H1(G, [[Fp(H\G)]] ⊗̂Fp [[Fp(G/K)]]) =
∑

x∈H\G/K

d(H ∩ xKx−1) <∞ .
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5.2 Os gradientes de posto e de relação

Para relacionarmos a soma do Corolário 5.1.6 com os termos que compõem a desigualdade
de Hanna Neumann, introduzimos os seguintes gradientes:

Definição 5.2.1. Sejam G um grupo pro-p e M um [[FpG]]-módulo. Se M é finitamente
gerado, definimos o gradiente de posto de M por

βG0 (M) = inf
U≤oG

dimFp H0(U,M)

[G : U ]
.

Se M é finitamente relacionado, isto é, se H1(G,M) possui dimensão finita sobre Fp
(Definição B.1.2), definimos o gradiente de relação de M por

βG1 (M) = inf
U≤oG

dimFp H1(U,M)

[G : U ]
.

Note que βGk (M) é sempre um número real não-negativo. Nossos objetivos nesta seção
são exibir algumas de suas propriedades e demonstrar que ambos os lados da desigualdade
de Hanna Neumann podem ser expressos em termos do gradiente de relação de módulos
convenientes. Antes de enunciarmos mais propriedades dos gradientes, precisamos do
seguinte lema:

Lema 5.2.2 ([JZS19, Lem. 4.2]). Sejam G um grupo pro-p e M um [[FpG]]-módulo. Se
V ≤o U são dois subgrupos abertos de G, então para todo n ∈ N vale que

dimFp Hn(V,M)

[G : V ]
≤

dimFp Hn(U,M)

[G : U ]
.

Demonstração. Pela Proposição 1.2.5, o U -módulo IndUV M possui uma filtração por U -
submódulos de comprimento [U : V ] com quocientes isomorfos a M . Se N ≤c IndUV M é tal
que (IndUV M)/N ≃M , então a sequência exata longa

· · · → Hn(U,N)→ Hn(U, Ind
U
V M)→ Hn(U,M)→ · · ·

nos fornece a desigualdade

dimFp Hn(U, Ind
U
V M) ≤ Hn(U,N) +Hn(U,M) .

Após repetirmos esse procedimento para todos os quocientes da filtração, obtemos a cota

dimFp Hn(U, Ind
U
V M) ≤ [U : V ] dimFp Hn(U,M) .
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Assim, temos que:

dimFp Hn(V,M)

[G : V ]
=

dimFp Hn(U, Ind
G
U )

[G : V ]
, pelo Isomorfismo de Shapiro

≤
[U : V ] dimFp Hn(U,M)

[G : V ]
=

dimFp Hn(U,M)

[G : U ]
.

Como consequência do Lema 5.2.2, podemos concluir que βGk (M) pode ser calculado
utilizando qualquer família de subgrupos abertos deG que seja cofinal com a família de todos
os subgrupos abertos. Em particular, podemos tomar o ínfimo apenas sobre os subgrupos
abertos normais de G, ou sobre todos os subgrupos abertos de um dado subgrupo aberto fixo
U .

Proposição 5.2.3. Sejam G um grupo pro-p, U um subgrupo aberto de G e H um subgrupo
fechado de G. São verdadeiras as afirmações:

(a) [JZS19, Cor. 4.3] Para todo [[FpG]]-módulo M cujo βGk (M) está definido, temos
βUk (M) = [G : U ]βGk (M).

(b) [JZS19, Prop. 4.4] Se M é um [[FpH]]-módulo cujo βHk (M) está definido, então
βGk (Ind

G
HM) = βHk (M).

(c) [JZS19, Prop. 4.5] Se
0→M1 →M2 →M3 → 0

é uma sequência exata curta de [[FpG]]-módulos eM1 eM3 são ambos finitamente gerados
(respectivamente, relacionados), entãoM2 também é finitamente gerado (respectivamente,
relacionado) e seu gradiente satisfaz:

βGk (M2) ≤ βGk (M1) + βGk (M3) .

(d) [JZS19, Prop. 4.5] Se M2 ≃M1 ⊕M3 então βGk (M2) = βGk (M1) + βGk (M3).

(e) [JZS19, Lem. 6.1] Se M é um [[FpG]]-módulo finitamente gerado, então M é livre se, e
somente se,

βG0 (M) = dimFp H0(G,M) .

(f) [JZS19, Lem. 6.1] Se M é um [[FpG]]-módulo finitamente apresentado e temos uma
sequência exata curta

0→ N → [[FpG]]d →M → 0 ,
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então o gradiente de relação de M satisfaz:

βG1 (M) = βG0 (N)− d+ βG0 (M) .

Demonstração. (a) Como os subgrupos abertos de U formam uma família cofinal com a
família dos subgrupos abertos de G, temos:

βUk (M) = inf
V≤oU

dimFp Hk(V,M)

[U : V ]

= inf
V≤oU

(
[G : U ] ·

dimFp Hk(V,M)

[G : V ]

)
= [G : U ] inf

V≤oU

dimFp Hk(V,M)

[G : V ]

= [G : U ]βGk (M) .

(b) Se V é um subgrupo normal aberto de G, então, para todo [[FpV H]]-módulo N , há
um isomorfismo de [[FpV ]]-módulos:

ResGV IndGVH N =
⊕

[G : V H]

ResV HV N .

Portanto, utilizando a fórmula de classes duplas e o isomorfismo de Shapiro, obtemos:

dimFp Hk(V, Ind
G
HM)

[G : V ]
=

dimFp Hk(V, Ind
G
VH IndV HH M)

[G : V ]

=
dimFp Hk

(
V,
⊕

[G : V H] Res
V H
V IndV HH M

)
[G : V ]

=
[G : V H] · dimFp Hk(V,Res

V H
V IndV HH M)

[G : V ]

=
dimFp Hk(V,Res

V H
V IndV HH M)

[V H : V ]

=
dimFp Hk

(
V,
⊔

|H\V H/V | Ind
V
V ∩HM

)
[V H : V ]

, pela fórm. clas. duplas

=
dimFp Hk(V, Ind

V
V ∩HM)

[V H : V ]
, pois |H\V H/V | = 1

=
dimFp Hk(V ∩H,M)

[H : V ∩H]
, pelo Isomorfismo de Shapiro.
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Tomando o ínfimo sobre os subgrupos normais abertos de G e notando que {V ∩H |
V �o G} é cofinal na família dos subgrupos abertos de H , obtemos:

βGk (Ind
G
HM) = inf

V�oG

dimFp Hk(V, Ind
G
HM)

[G : V ]
= inf

V�oG

dimFp Hk(V ∩H,M)

[H : V ∩H]
= βHk (M) .

(c) A sequência exata curta em questão induz a sequência exata longa

· · · → Hk(G,M1)→ Hk(G,M2)→ Hk(G,M3)→ · · ·

e, portanto,

dimFp Hk(G,M2) ≤ dimFp Hk(G,M1) + dimFp Hk(G,M3) <∞ .

Agora, tome um ε > 0 qualquer e para cada 1 ≤ i ≤ 3, escolha Ki um subgrupo aberto
de G tal que

dimFp Hk(Ki,Mi)

[G : Ki]
≤ βGk (Mi) +

ε

2
.

Tomando K = K1 ∩K2 ∩K3, o Lema 5.2.2 garante que

dimFp Hk(K,Mi)

[G : K]
≤

dimFp Hk(Ki,Mi)

[G : Ki]
≤ βGk (Mi) +

ε

2

para todo 1 ≤ i ≤ 3. Assim:

βGk (M2) ≤
dimFp Hk(K,M2)

[G : K]

≤
dimFp Hk(K,M1) + dimFp Hk(K,M3)

[G : K]

≤ βGk (M1) + βGk (M3) + ε .

e como esta desigualdade vale para todo ε positivo, obtemos a cota desejada.
(d) Ainda mantendo ε e K como em (c), temos agora:

βGk (M2) ≥
dimFp Hk(K,M2)

[G : K]
− ε

=
dimFp Hk(K,M1 ⊕M3)

[G : K]
− ε

=
dimFp Hk(K,M1) + dimFp Hk(K,M3)

[G : K]
− ε

≥ βGk (M1) + βGk (M3)− ε
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Assim, como ε é qualquer real positivo, temos βGk (M2) ≥ βGk (M1) + βGk (M3) e o
resultado segue da desigualdade em (c).

(e) Mostraremos que a igualdade

dimFp H0(U,M) = [G : U ] dimFp H0(G,M)

vale para todo subgrupo aberto U ≤o G se, e somente se, M for um [[FpG]]-módulo livre. Se
M ≃ [[FpG]]d for livre, então para todo subgrupo abertoU ≤o G temos [[FpU ]]-isomorfismos:

M ≃
⊕
d

[[FpG]] ≃
⊕
d

⊕
[G : U ]

[[FpU ]]

e, portanto, a igualdade desejada é verdadeira.
Suponhamos, agora, que a igualdade vale para todo subgrupo aberto U ≤o G e encaixe

M em uma sequência exata curta

0→ N → [[FpG]]d →M → 0

onde d = dimFp H0(G,M). A sequência exata longa induzida

· · · → H0(U,N)
ϕ→ H0(U, [[FpG]]d)

π→ H0(U,M)→ 0

assegura que π : H0(U, [[FpG]]d)→ H0(U,M) é sempre sobrejetora, e contando dimensões
a hipótese sobre M garante que π é um isomorfismo para todo U . Assim, para todo subgrupo
aberto U ≤o G, a aplicação ϕ : H0(U,N)→ H0(U, [[FpG]]d) é identicamente nula.

IdentificandoH0(U,N) ≃ NU eH0(U, [[FpG]]d) ≃ [[Fp(G/U)]]d, podemos concluir que
N está contido no núcleo de todas as projeções canônicas [[FpG]]d → [[Fp(G/U)]]d. Como
[[FpG]]d = lim←−U≤oG

[[Fp(G/U)]]d, concluímos que N é trivial, isto é, M ≃ [[FpG]]d é um
[[FpG]]-módulo livre.

(f) Para todo subgrupo aberto U ≤o G, a sequência exata curta em questão induz a
sequência exata longa na homologia

· · · → H1(U, [[FpG]]d)→ H1(U,M)→ H0(U,N)→ H0(U, [[FpG]]d)→ H0(U,M)→ 0

ondeH1(U, [[FpG]]d) = 0, pois [[FpG]]d é um [[FpU ]]-módulo livre. Somando alternadamente
as dimensões, dividindo por [G : U ] e notando que há um isomorfismo de [[FpU ]]-módulos

[[FpG]]d ≃
⊕
d

⊕
[G : U ]

[[FpU ]]
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obtemos as igualdades:

dimFp H1(U,M)

[G : U ]
=

dimFp H0(U,N)

[G : U ]
− d+

dimFp H0(U,M)

[G : U ]
.

Assim, a igualdade desejada segue ao tomarmos o ínfimo sobre todos os subgrupos abertos
U de G da igualdade acima.

Agora, podemos calcular os gradientes de relação para os módulos de interesse:

Proposição 5.2.4 ([JZS19, Cor. 4.7]). Seja G um grupo de Dëmushkin com d(G) > 2 e
sejam H e K subgrupos fechados de G topologicamente finitamente gerados com índice
infinito. Então:

βG1 ([[Fp(H\G)]]) = d(H)− 1 , βG1 ([[Fp(G/K)]]) = d(K)− 1 ,

βG1 ([[Fp(H\G)]] ⊗̂Fp [[Fp(G/K)]]) =
∑

x∈S(G,H,K)

(
d(H ∩ xKx−1)− 1

)
.

Demonstração. Se H = {1}, isto é claro. Se H não for trivial, como H é pro-p livre, temos:

βG1 ([[Fp(H\G)]]) = βG1 (Ind
G
H Fp)

= βH1 (Fp) , pela parte (c) da Proposição 5.2.3

= inf
U≤oH

dimFp H1(U)

[H : U ]

= inf
U≤oH

d(U)

[H : U ]

= inf
U≤oH

[H : U ](d(H)− 1) + 1

[H : U ]
, pela fórmula do posto

= d(H)− 1 + inf
U≤oH

1

[H : U ]
, pois H é infinito

= d(H)− 1 .

Analogamente, temos que βG1 ([[Fp(G/K)]]) = d(K) − 1. Agora, o Corolário 5.1.6 e
o isomorfismo de Shapiro garantem que [[Fp(G/K)]] é um [[FpH]]-módulo finitamente
relacionado. Assim, uma vez que

βG1 ([[Fp(H\G)]] ⊗̂Fp [[Fp(G/K)]]) = βH1 ([[Fp(G/K)]]) ,
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escolhendo um conjunto completo de representantes X das classes laterais duplas H\G/K
em G e aplicando os itens da Proposição 5.2.3 obtemos:

βH1 ([[Fp(G/K)]]) = βH1

(⊔
x∈X

[[Fp(H/H ∩ xKx−1)]]

)

= βH1

F ⊔ ⊔
x∈S(G,H,K)

[[Fp(H/H ∩ xKx−1)]]


= βH1 (F ) +

∑
x∈S(G,H,K)

βH1 ([[Fp(H/H ∩ xKx−1)]]) , por (d)

=
∑

x∈S(G,H,K)

βH1 ([[Fp(H/H ∩ xKx−1)]]) , pois F é [[FpH]]-livre

=
∑

x∈S(G,H,K)

βH∩xKx−1

1 (Fp) , por (b)

=
∑

x∈S(G,H,K)

(
d(H ∩ xKx−1)− 1

)
, pois H ∩ xKx−1 é pro-p livre.

5.3 Conjectura de Atiyah

A afirmação de que βG0 (M) é um número inteiro quando G é um grupo pro-p livre-de-
torção e M é um [[FpG]]-módulo finitamente gerado é conhecida como uma das formas da
conjectura de Atiyah. Essa conjectura foi provada no caso particular em que G é analítico
p-ádico topologicamente finitamente gerado por M. Harris (Teo. 1.10 de [Har79] e sua
correção em [Har00]). Uma demonstração alternativa completa é dada em [BLLS14, Teo.
2.1]. Enunciaremos aqui, sem prova, uma versão mais fraca do resultado de Harris, porém,
suficiente para nossos propósitos:

Teorema 5.3.1 (Harris). Se G é um grupo pro-p analítico p-ádico livre-de-torção topolo-
gicamente finitamente gerado e M é um [[FpG]]-módulo finitamente gerado. Então, vale
que

βG0 (M) = inf
U�oG

dimFp H0(U,M)

[G : U ]

é um número inteiro.

Além disso, a validade da conjectura de Atiyah para um grupo pro-p G livre-de-torção
também implica na integralidade do gradiente de relação βG1 (M):

Proposição 5.3.2 ([JZS19, Prop. 5.4]). Seja G um grupo pro-p livre-de-torção para o qual
a conjectura de Atiyah é verdadeira, e seja M um [[FpG]]-módulo finitamente apresentado.
Então, βG1 (M) é um número inteiro.
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Demonstração. Pela parte (f) da Proposição 5.2.3 temos que

βG1 (M) = βG0 (K)− d+ βG0 (M)

é um número inteiro.

Nesta seção, utilizaremos o Teorema 5.3.1 para mostrarmos que grupos de Dëmushkin
satisfazem a conjectura de Atiyah e portanto βG1 (M) é um inteiro para todo [[FpG]]-módulo
finitamente apresentado M . Isto é consequência do seguinte fato:

Teorema 5.3.3 ([JZS19, Cor. 5.5]). Todo grupo pro-p topologicamente finitamente gerado e
residualmente analítico p-ádico livre-de-torção satisfaz a conjectura de Atiyah.

Demonstração. Sejam G um tal grupo e M um [[FpG]]-módulo finitamente gerado. Pela
Prop. 2.5.1 de [RZ10], como G é topologicamente finitamente gerado, existe uma sequência
{Gi}i∈N de subgrupos abertos de G formando um sistema fundamental de vizinhanças da
unidade. Além disso, como G é residualmente analítico p-ádico livre-de-torção, existe uma
sequência {Ωi}i∈N de subgrupos normais fechados deG tais queG/Ωi é analítico p-ádico livre-
de-torção e

⋂∞
i=0Ωi = {1}. Como M/Ωk é um [[Fp(G/Ωk)]]-módulo finitamente gerado,

para todo k ∈ N existe um inteiro zk ∈ Z tal que βG/Ωk

0 (MΩk
) = zk pelo Teorema 5.3.1.

Vamos indutivamente construir uma sequência de subgrupos abertos {Ui}i∈N. Definamos
U0 = G0 e suponha que Ui já está definido para i < n. Temos que, como Un−1 e Gn são
ambos abertos em G, a parte (a) da Prop. 2.1.5 de [RZ10] garante que para algum k ∈ N o
subgrupo Ωk está contido em Un−1 ∩ Gn ≤o G. Assim, escolha para Un algum subgrupo
aberto de Un−1 ∩Gn contendo Ωk tal que

1

n
≥
∣∣∣∣dimFp H0(Un/Ωk,MΩk

)

[G/Ωk : Un/Ωk]
− zk

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣dimFp H0(Un,M)

[G : Un]
− zk

∣∣∣∣ .
Como Ui ⊆ Gi para todo i, sequência {Ui}i∈N é cofinal em relação a sequência {Gi}i∈N

e portanto

βG0 (M) = inf
n≥0

dimFp H0(Un,M)

[G : Un]
.

Pelo Lema 5.2.2, a sequência dimFp H0(Un,M)

[G : Un]
é monótona não-crescente. Desta forma, o ínfimo

do lado direito da equação é igual ao limite desta sequência. Desta forma:

0 ≤ d(βG0 (M),Z) = lim
n→∞

d

(
dimFp H0(Un,M)

[G : Un]
,Z
)
≤ lim

n→∞

1

n
= 0

e assim βG0 (M) é um inteiro, como desejado.
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Corolário 5.3.4. Todo grupo de Dëmushkin infinito G satisfaz a conjectura de Atiyah. Para
todo [[FpG]]-módulo finitamente apresentado M os gradientes βGk (M) são números inteiros.

Demonstração. Pela Proposição 2.3.10, G é residualmente poliprocíclico livre-de-torção.
Em particular, G é residualmente analítico p-ádico livre-de-torção. Portanto, a conjectura
de Atiyah vale para G pelo Teorema 5.3.3. A segunda parte é então consequência da
Proposição 5.3.2.

Corolário 5.3.5 ([JZS19, Cor. 6.2]). Se G é um grupo pro-p livre-de-torção que satisfaz
a conjectura de Atiyah e M é um [[FpG]]-módulo finitamente gerado 1-relacionado, então
βG1 (M) = 0.

Demonstração. Pelas hipóteses sobre M , existe uma sequência exata curta de [[FpG]]-
módulos

0→ C → [[FpG]]d →M → 0

com dimFp H0(G,C) = 1 e dimFp H0(G,M) = d. A parte (f) da Proposição 5.2.3 assegura
também que

βG1 (M) = βG0 (C)− d+ βG0 (M) .

Como M não é um [[FpG]]-módulo livre, a parte (e) da Proposição 5.2.3 nos garante que
βG0 (M) < dimFp H0(G,M). ComoG satisfaz a conjectura Atiyah, o gradiente de posto deM
é um número inteiro. Assim, esta desigualdade é equivalente aβG0 (M) ≤ dimFp H0(G,M)−1.
Portanto:

0 ≤ βG1 (M) = βG0 (C)− d+ βG0 (M)

≤ βG0 (C)− d+ dimFp H0(G,M)− 1

= βG0 (C)− 1 , pois dimFp H0(G,M) = d

≤ dimFp H0(G,C)− 1

≤ 0

O corolário abaixo é um caso particular da conjectura de Kaplansky sobre os divisores de
zero em anéis de grupos sobre grupos livre-de-torção (Prob. 6 em [Kap70]).

Corolário 5.3.6 ([JZS19, Cor. 6.3]). Seja G um grupo pro-p livre-de-torção que satisfaz a
conjectura de Atiyah. Então, [[FpG]] é um domínio, isto é, [[FpG]] não possui divisores de
zero.

Demonstração. Se b ∈ [[FpG]] é invertível, então para todo a ∈ [[FpG]] não nulo temos que
(ab)b−1 = a ̸= 0 e, deste modo, ab ̸= 0. Se b ̸= 0 não é invertível, então o fecho C do
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ideal principal gerado por b em [[FpG]] é um ideal próprio deste anel. Como H0(G,C) =

C/((IG))C ≃ Fp, temos que o [[FpG]]-módulo M = [[FpG]]/C é 1-relacionado.
Como M não é [[FpG]]-livre, a parte (e) da Proposição 5.2.3 nos garante que βG0 (M) <

dimFp H0(G,M) = 1. Como βG0 (M) é um número inteiro, podemos concluir que βG0 (M) =

0. Desta forma:

βG0 (C) = βG1 (M) + 1− βG0 (M) , pela parte (f) da Proposição 5.2.3

= βG1 (M) + 1 , pois βG0 (M) = 0

≥ 1 = dimFp H0(G,C) .

Assim, temos que βG0 (C) = dimFp H0(G,C). Portanto, pela parte (e) da Proposição 5.2.3,
o [[FpG]]-módulo C é livre. Disto conclui-se que seu anulador Ann[[FpG]](C) é trivial.

5.4 Submultiplicatividade

Pela Proposição 5.2.4, a desigualdade de Hanna Neumann pode ser obtida como con-
sequência de uma submultiplicatividade no gradiente de relação:

βG1 ([[Fp(H\G)]] ⊗̂Fp [[Fp(G/K)]]) ≤ βG1 ([[Fp(H\G)]])βG1 ([[Fp(G/K)]]) .

Antes de estabelecermos essa desigualdade, precisamos de alguns lemas.

Lema 5.4.1 ([JZS19, Lem. 7.1]). Se G é um grupo pro-p e H é um subgrupo pro-p
livre fechado de G, então para todo [[FpG]]-módulo M finitamente relacionado como
[[FpH]]-módulo existe um [[FpG]]-submódulo aberto M0 ≤o M tal que βH1 (M0) = 0.

Demonstração. Uma vez que M = lim←−M/Mi onde Mi percorrem os [[FpG]]-submódulos
abertos de M , temos que H1(H,M) ≃ lim←−H1(H,M/Mi). Como H1(H,M) é finito, existe
um [[FpG]]-submódulo abertoM0 ≤o M tal que o homomorfismo induzido ψ : H1(H,M)→
H1(H,M/M0) é injetivo. Portanto, a sequência exata curta

0→M0 →M →M/M0 → 0

induz a sequência exata longa

· · · → H2(H,M/M0)
θ→ H1(H,M0)

ϕ→ H1(H,M)
ψ→ H1(H,M/M0)→ · · · .

Como ψ é injetiva, temos que ϕ é identicamente nula. Assim, θ deve ser sobrejetiva.
Porém, uma vez que H é pro-p livre, H2(H,M/M0) se anula. Logo, temos que H1(H,M0)
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também deve ser 0. Portanto,

0 ≤ βH1 (M0) ≤ dimFp H1(H,M0) = 0

como desejado.

Lema 5.4.2 ([JZS19, Prop. 7.2]). Sejam G um grupo de Dëmushkin infinito e H um
subgrupo fechado topologicamente finitamente gerado de G. Então, [[Fp(G/H)]] possui um
[[FpG]]-submódulo aberto M com βG1 (M) = 0.

Demonstração. Como [[Fp(G/H)]] é finitamente apresentado como [[FpG]]-módulo, temos
que H1(G, [[Fp(G/H)]] é finito. Além disso, [[Fp(G/H)]] = lim←−[[Fp(G/U)]] onde U

percorre os subgrupos abertos de G contendo H . Assim, existe um subgrupo aberto U ≤o G
tal que o homomorfismo induzido H1(G, [[Fp(G/H)]]) → H1(G, [[Fp(G/U)]]) é injetivo.
Definamos então M como o núcleo da projeção [[Fp(G/H)]]→ [[Fp(G/U)]].

Assim, como no Lema 5.4.1, na sequência exata longa

· · · → H2(G, [[Fp(G/U)]])→H1(G,M)→ H1(G, [[Fp(G/H)]])

→ H1(G, [[Fp(G/U)]])→ · · ·

podemos concluir que o homomorfismo H2(G, [[Fp(G/U)]]) → H1(G,M) é sobrejetivo.
Portanto:

dimFp H1(G,M) ≤ dimFp H2(G, [[Fp(G/U)]])

= dimFp H2(U) , pelo Isomorfismo de Shapiro

= 1 , pois U também é um grupo de Dëmushkin

Além disso, a desigualdade

dimFp H0(G,M) ≤ dimFp H1(G, [[Fp(G/U)]]) + dimFp H0(G, [[Fp(G/H)]])

nos mostra queM é um [[FpG]]-módulo finitamente gerado. A desigualdade sobreH1(G,M)

nos diz que ou M é um [[FpG]]-módulo livre ou é 1-relacionado. No primeiro caso, temos
βG1 (M) ≤ dimFp H1(G,M) = 0, e, no segundo, podemos aplicar o Corolário 5.3.5.

Lema 5.4.3 ([JZS19, Prop. 4.6]). Sejam G um grupo de Dëmushkin infinito e M um
[[FpG]]-módulo finitamente relacionado. Se N é um [[FpG]]-submódulo de M tal que M/N

é finito ou H2(G,M/N) = 0, então βG1 (N) ≤ βG1 (M).

Demonstração. Como G é topologicamente finitamente gerado, este possui um sistema
fundamental de vizinhanças da unidade {Un}n∈N consistindo de uma cadeia de subgrupos
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abertos (Prop. 2.5.1 de [RZ10]). Pelo Lema 5.2.2, temos que:

βG1 (N) = inf
n≥1

dimFp H1(Un, N)

[G : Un]
= lim

n→∞

dimFp H1(Un, N)

[G : Un]
.

A sequência exata curta

0→ N →M →M/N → 0

induz a sequência exata longa

· · · → H2(Un,M/N)→ H1(Un, N)→ H1(Un,M)→ · · ·

para todo n ∈ N e, portanto,

βG1 (N) = lim
n→∞

dimFp H1(Un, N)

[G : Un]
≤ lim

n→∞

dimFp H1(Un,M)

[G : Un]
+ lim

n→∞

dimFp H2(Un,M/N)

[G : Un]
.

Se M/N é finito, então pela Proposição B.1.7 temos que

0 ≤ lim
n→∞

dimFp H2(Un,M/N)

[G : Un]
≤ lim

n→∞

dimFp M/N

[G : Un]
= 0 .

Se H2(G,M/N) = 0, então o Lema 5.2.2 também garante que

0 ≤ lim
n→∞

dimFp H2(Un,M/N)

[G : Un]
≤ dimFp H2(G,M/N) ≤ 0 .

De ambas as formas, temos que βG1 (N) ≤ βG1 (M).

Lema 5.4.4 ([JZS19, Prop. 7.3]). Sejam G um grupo de Dëmushkin infinito e M um
[[FpG]]-módulo finitamente apresentado. Se M0 é um [[FpG]]-submódulo aberto de M tal
que βG1 (M0) = 0 e U é um subgrupo aberto de G agindo trivialmente sobre M/M0, então
existe um [[FpU ]]-submódulo M ′ ≤o M tal que

dimFp M/M ′ ≤ βG1 (M) , βU1 (M
′) = 0 , M0 ≤o M ′ .

Demonstração. Prosseguiremos por indução sobre a codimensão de M0 em M sobre Fp.
Para o caso base M0 =M , faça M ′ =M0 =M . Temos trivialmente que M0 ≤o M ′ e que
0 = dimFp M/M ′ ≤ βG1 (M). Pela parte (a) da Proposição 5.2.3, sabemos que M ′ também
satisfaz

βU1 (M
′) = [G : U ]βG1 (M

′) = [G : U ]βG1 (M0) = 0

como desejado.
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Assumamos agora que M0 ̸= M e escolhamos um [[FpG]]-submódulo M1 de M de
codimensão 1 sobre Fp contendo M0. Pela Proposição B.1.3, temos que M1 também é
um [[FpG]]-módulo finitamente apresentado. Pela hipótese de indução, existe um [[FpU ]]-
submódulo M ′

1 de M1 contendo M0 tal que βU1 (M ′
1) = 0 e dimFp M1/M

′
1 ≤ βG1 (M1).

Pelo Lema 5.4.3, sabemos que βG1 (M1) ≤ βG1 (M), então suponhamos primeiramente que
a desigualdade é estrita. Como os gradientes são inteiros, temos que βG1 (M1) ≤ βG1 (M)− 1.
Fazendo então M ′ =M ′

1, temos que

dimFp M/M ′ = 1 + dimFp M1/M
′ ≤ 1 + βG1 (M1) ≤ βG1 (M) ,

como procurávamos.
Suponhamos agora que βG1 (M1) = βG1 (M). Como U age trivialmente sobre M/M0,

temos que U também age trivialmente sobre M/M ′
1. Escolha a ∈ M −M1 e faça M ′ ser

o [[FpU ]]-submódulo de M gerado por M ′
1 e a. É evidente que M0 ≤o M ′. Temos que

M ′ ∩M1 =M ′
1 e, como M1 possui codimensão 1 em M , também vale que M ′ +M1 =M .

Assim, a sequência exata curta de [[FpU ]]-módulos finitamente apresentados

0→M ′ ∩M1 →M ′ ⊕M1 →M ′ +M1 → 0

nos fornece a sequência exata curta

0→M ′
1 →M ′ ⊕M1 →M → 0 .

Pela parte (a) da Proposição 5.2.3, sabemos que

βU1 (M1) = [G : U ]βG1 (M1) = [G : U ]βG1 (M) = βU1 (M)

e, portanto, a desigualdade anterior se torna

βU1 (M
′) + βU1 (M) ≤ βU1 (M) .

Logo:

βU1 (M
′) = βU1 (M

′ ⊕M1)− βU1 (M1) , pela parte (d) da Proposição 5.2.3

≤ βU1 (M
′
1) + βU1 (M)− βU1 (M1) , pela parte (c) da Proposição 5.2.3

= βU1 (M)− βU1 (M1) , pois βU1 (M ′
1) = 0

= 0 , pois βU1 (M) = βU1 (M1) .
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Por fim, temos:

dimFp M/M ′ = dimFp(M
′ +M1)/M

′ = dimFp M1/(M
′ ∩M1) = dimFp M1/M

′
1

≤ βG1 (M1) = βG1 (M) .

Corolário 5.4.5 ([JZS19, Cor. 7.4]). Sejam G um grupo de Dëmushkin infinito e H um
subgrupo fechado topologicamente finitamente gerado de G. Então, existem um subgrupo
aberto U ≤o G e um [[FpU ]]-submódulo N de [[Fp(G/H)]] tal que

dimFp [[Fp(G/H)]]/N ≤ βG1 ([[Fp(G/U)]]) , βU1 (N) = 0 .

Demonstração. Pelo Lema 5.4.2, existe um [[FpG]]-submódulo aberto M0 de [[Fp(G/H)]]

tal que βG1 (M0) = 0. Definamos U como o núcleo da ação de G sobre o [[FpG]]-módulo
finito [[Fp(G/H)]]/M0. Assim, U age trivialmente sobre [[Fp(G/H)]]/M0 e, desta forma, o
Lema 5.4.4 nos fornece o submódulo desejado.

Podemos agora, por fim, provar o principal teorema deste capítulo:

Teorema 5.4.6 ([JZS19, Sec. 8]). Sejam G um grupo de Dëmushkin com d(G) > 2 e H e
K dois subgrupos fechados topologicamente finitamente gerados de G com índice infinito.
Então, o gradiente de relação satisfaz:

βG1 ([[Fp(H\G)]] ⊗̂Fp [[Fp(G/K)]]) ≤ βG1 ([[Fp(H\G)]])βG1 ([[Fp(G/K)]]) .

Demonstração. O Corolário 5.4.5 nos fornece um subgrupo aberto U ≤o G e um [[FpU ]]-
submódulo N de [[Fp(H\G)]] tais que βU1 (N) = 0 e

dimFp [[Fp(H\G)]]/N ≤ βG1 ([[Fp(H\G)]]) .

Pela parte (a) da Proposição 5.2.3, multiplicando ambos os lados da desigualdade do teorema
por [G : U ], obtemos:

βU1 ([[Fp(H\G)]] ⊗̂Fp [[Fp(G/K)]]) ≤ βG1 ([[Fp(H\G)]])βU1 ([[Fp(G/K)]] .

A sequência exata curta

0→ N → [[Fp(H\G)]]→ [[Fp(H\G)]]/N → 0
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tensorada com [[Fp(G/K)]] sobre Fp nos fornece, por meio da parte (c) da Proposição 5.2.3,
a desigualdade:

βU1 ([[Fp(H\G)]] ⊗̂Fp [[Fp(G/K)]]) ≤ βU1 (N ⊗̂Fp [[Fp(G/K)]])

+ βU1 (([[Fp(H\G)]]/N) ⊗̂Fp [[Fp(G/K)]])

Como [[Fp(H\G)]]/N admite uma filtração por [[FpU ]]-submódulos com quocientes
sucessivos isomorfos a Fp de comprimento menor do que ou igual a βG1 ([[Fp(H\G)]]) pela
construção de N , o [[FpU ]]-módulo ([[Fp(H\G)]]/N) ⊗̂Fp [[Fp(G/K)]] admite uma tal
filtração de mesmo tamanho com quocientes sucessivos isomorfos a [[Fp(G/K)]]. Assim,
após βG1 ([[Fp(H\G)]]) aplicações da subaditividade do gradiente de relação com respeito a
sequências exatas curtas, obtemos a desigualdade:

βU1 (([[Fp(H\G)]]/N) ⊗̂Fp [[Fp(G/K)]]) ≤ βG1 ([[Fp(H\G)]])βU1 ([[Fp(G/K)]]) .

Portanto, é suficiente mostrarmos que

βU1 (N ⊗̂Fp [[Fp(G/K)]]) = 0 .

Pelo Corolário 5.1.6, sabemos que o [[FpH]]-módulo [[Fp(G/K)]] é finitamente relacio-
nado. Pelo Lema 5.4.1, existe um [[FpG]]-submóduloM de [[Fp(G/K)]] tal que βH1 (M) = 0.
Pela subaditividade do gradiente de relação, novamente, podemos concluir que

βU1 (N ⊗̂Fp [[Fp(G/K)]]) ≤ βU1 (N ⊗̂Fp M) + βU1 (N ⊗̂Fp ([[Fp(G/K)]]/M)) .

Repetindo o argumento da filtração para N ⊗̂Fp ([[Fp(G/K)]]/M), temos que

βU1 (N ⊗̂Fp ([[Fp(G/K)]]/M)) ≤
(
dimFp [[Fp(G/K)]]/M

)
· βU1 (N) = 0 .

Assim, novamente é suficiente mostrarmos que

βU1 (N ⊗̂Fp M) = 0 .

Pela Proposição B.1.7, sabemos que

dimFp H2(U,M) ≤ dimFp H2(U, [[Fp(G/K)]]) .

Aplicando a Proposição B.1.6, como K é pro-p livre, sabemos que H2(U, [[Fp(G/K)]]) = 0.
Assim, aplicando o argumento de filtração com quocientes sucessivos isomorfos a M ao
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[[FpU ]]-módulo ([[Fp(H\G)]]/N) ⊗̂Fp M , obtemos

H2(U, ([[Fp(H\G)]]/N) ⊗̂Fp M) = 0 .

Desta forma, podemos aplicar o Lema 5.4.3 ao submódulo N ⊗̂Fp M de [[Fp(H\G)]] ⊗̂Fp M

para concluirmos que:

βU1 (N ⊗̂Fp M) ≤ βU1 ([[Fp(H\G)]] ⊗̂Fp M)

= [G : U ]βG1 ([[Fp(H\G)]] ⊗̂Fp M)

= [G : U ]βG1 (Ind
G
HM)

= [G : U ]βH1 (M)

= 0

Assim, obtemos a desigualdade desejada.

Corolário 5.4.7. Seja G um grupo de Dëmushkin com d(G) > 2. Então, G satisfaz a
desigualdade de Hanna Neumann, isto é, dados dois subgrupos fechados H e K de G
topologicamente finitamente gerados, o conjunto

S = S(G,H,K) = {x ∈ H\G/K | H ∩ xKx−1 ̸= {1}}

é finito e temos ∑
x∈S

(
d(H ∩ xKx−1)− 1

)
≤ (d(H)− 1) (d(K)− 1) .

Demonstração. O caso em que H ou K possuem índice finito em G é tratado pela Proposi-
ção 5.1.3. O caso em que ambos possuem índice infinito é consequência do Corolário 5.1.6,
da Proposição 5.2.4 e do Teorema 5.4.6.

5.5 L2-independência e L2-Hall

As propriedades do gradiente de relação βG1 (M) demonstradas em [JZS19] podem ser
utilizadas para demonstrar a inércia de retrações de G (no sentido de Dicks-Ventura, [DV96]).
Este resultado foi demonstrado para grupos de superfície por Y. Antolín e A. Jaikin-Zapirain
em [AJZ20] utilizando propriedades dos L2-invariantes destas superfícies, e o gradiente de
relação βG1 (M) pode ser considerado o análogo pro-p dos L2-invariantes que fazem esta
demonstração funcionar no caso abstrato.
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A ideia central da prova a seguir é uma adaptação do argumento em [AJZ20] onde o papel
da L2-independência abstrata é desempenhada pelo anulamento de um certo gradiente de
relação. Cabe observar que no caso abstrato finitamente gerado, L2-independência também
pode ser caracterizada pelo anulamento de um gradiente homológico ([AJZ20]).

Definição 5.5.1. Sejam G um grupo pro-p finitamente gerado, H um subgrupo fechado
finitamente gerado e M o núcleo da sequência exata curta:

0→M → [[Fp(G/H)]]→ Fp → 0 .

Dizemos que um subgrupo fechado finitamente geradoH ≤c G de um grupo pro-p finitamente
gerado G é L2-independente em G se

βG1 (M) = 0 .

Dizemos que H é inerte em G se para todo subgrupo fechado finitamente gerado K ≤c G
vale que d(H ∩K) ≤ d(K).

Notemos que, se K não for finitamente gerado, então a desigualdade d(H ∩K) ≤ d(K)

vale para qualquer subgrupo fechado H ≤c G, uma vez que d(K) será igual ao peso local
de K e, portanto, d(K ′) ≤ d(K) para todo subgrupo fechado K ′ ≤c K [RZ10, Cor. 2.6.5].
Assim, a condição de inércia da Definição 5.5.1 não perde generalidade ao ser verificada
apenas para subgrupos K finitamente gerados.

Lema 5.5.2. Se H é um subgrupo fechado não-trivial finitamente gerado de um grupo de
Dëmushkin infinito G, então temos:

βG1 ([[Fp(G/H)]]) =

d(H)− 2, se [G : H] <∞

d(H)− 1, caso contrário.

Em particular, βG1 (Fp) = d(G)− 2.

Demonstração. Temos

βG1 ([[Fp(G/H)]]) = βG1 (Ind
G
H Fp) = βH1 (Fp) .

Se H for aberto em G, então H é um grupo de Dëmushkin e

βH1 (Fp) = inf
U≤oH

dimFp H1(U)

[H : U ]
= inf

U≤oH

[H : U ](d(H)− 2) + 2

[H : U ]

= d(H)− 2 + inf
U≤oH

2

[H : U ]
= d(H)− 2 .
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Se [G : H] =∞, então H é pro-p livre. Logo:

βH1 (Fp) = inf
U≤oH

dimFp H1(U)

[H : U ]
= inf

U≤oH

[H : U ](d(H)− 1) + 1

[H : U ]

= d(H)− 1 + inf
U≤oH

1

[H : U ]
= d(H)− 1 .

Lema 5.5.3. Se H é um subgrupo L2-independente em um grupo de Dëmushkin G, então
d(H) ≤ d(G). Se, além disso, H for um subgrupo próprio e G não for solúvel, temos que
[G : H] =∞.

Demonstração. Da sequência exata curta

0→M → [[Fp(G/H)]]→ Fp → 0 ,

inferimos:

d(H)− 2 ≤ β1([[Fp(G/H)]]) , pelo Lema 5.5.2

≤ β1(M) + β1(Fp) , pelo item (c) da Proposição 5.2.3

= d(G)− 2 , pelo Lema 5.5.2

Suponhamos agora que G não seja solúvel e que H seja aberto. Pela aditividade do
gradiente de relação sob somas diretas, temos:

βG1 (M) = ([G : H]− 1) βG1 (Fp) = ([G : H]− 1) (d(G)− 2) .

Assim, seH for um subgrupo L2-independente, devemos ter [G : H] = 1, isto é,G = H .

Teorema 5.5.4. Sejam G um grupo de Dëmushkin não solúvel e H um subgrupo L2-
independente de G. Então, para todo subgrupo fechado finitamente gerado K de G, temos
que H ∩K é um subgrupo L2-independente de K.

Demonstração. Seja M o [[FpK]]-módulo definido pela sequência exata curta

0→M → [[Fp(K/H ∩K)]]→ Fp → 0 .

Note que M é um [[FpK]]-módulo finitamente apresentado por ser um submódulo aberto de
[[Fp(K/H ∩K)]]. Precisamos provar que βK1 (M) = 0, e, como é suficiente considerarmos
o caso H ̸= G, pelo Lema 5.5.3 sabemos que H é pro-p livre. Temos o seguinte diagrama
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comutativo com linhas e colunas exatas:

P O

[[FpG]]
❄

∩

N ⊂ ✲

✛

⊃

[[FpK]]
❄

∩

✲✲
⊂

✲

Fp

✲✲

Ker(ψ) ⊂ ✲ [[Fp(G/H)]]

❄❄

M

❄❄
⊂ ✲ [[Fp(K/H ∩K)]]

❄❄
✲✲

⊂

✲

Fp
❄

✻

ψ
✲✲

Deste diagrama, verificamos que M ≃ N/P . Além disso, o diagrama também fornece
a igualdade P = N ∩ O e portanto M ≃ N/N ∩ O. Denotando por Q o núcleo do mapa
[[FpG]]→ Fp, podemos concluir queM é um [[FpK]]-submódulo deQ/O = Ker(ψ), pois P ,
N e O são [[FpK]]-submódulos de Q. Escolhendo um conjunto completo de representantes
X das classes laterais duplas H\G/K em G com 1 ∈ X , temos a seguinte sequência de
[[FpK]]-isomorfismos para o módulo quociente:

Ker(ψ)/M ≃ [[Fp(G/H)]]/[[Fp(K/H ∩K)]]

≃

(⊔
x∈X

[[Fp(K/xHx−1 ∩K]]

)
/[[Fp(K/H ∩K)]]

≃
⊔

x∈X−{1}

[[Fp(K/xHx−1 ∩K)]]

Sabemos que βG1 (Ker(ψ)) = 0, uma vez que H é um subgrupo L2-independente de G.
Separaremos agora a demonstração em dois casos, o caso (I) K é aberto em G e o caso (II)
K não é aberto em G:

(Caso I: K é aberto). Temos βK1 (Ker(ψ)) = [G : K]βG1 (Ker(ψ)) = 0. Assim, tendo em
vista o Lema 5.4.3, é suficiente mostrarmos que H2(K,Ker(ψ)/M) = 0. Pela expressão
anterior, é suficiente vermos que

H2(K, [[Fp(K/xHx−1 ∩K)]]) = 0 , ∀x ∈ G .
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Como G não é solúvel, pelo Lema 5.5.3 sabemos que xHx−1 ∩K ≤c xHx−1 é pro-p
livre. Logo, obtemos para a homologia:

H2(K, [[Fp(K/xHx−1 ∩K)]]) = H2(K, Ind
K
xHx−1∩K Fp) = H2(xHx

−1 ∩K) = 0 .

Disto, podemos concluir que βK1 (M) ≤ βK1 (Ker(ψ)) = 0 pelo Lema 5.4.3, e, portanto,
H ∩K é L2-independente em K.

(Caso II: K não é aberto mas é finitamente gerado). Vamos novamente mostrar que
βK1 (Ker(ψ)) = 0. Temos:

βK1 (Ker(ψ)) = βG1 (Ind
G
K Ker(ψ)) = βG1 ([[Fp(K\G)]] ⊗̂Fp Ker(ψ)) .

Se conseguirmos mostrar a submultiplicatividade também para o módulo [[Fp(K\G)]] ⊗̂Fp

Ker(ψ), obteremos o resultado desejado uma vez que βG1 (Ker(ψ)) = 0. Procederemos como
no Teorema 5.4.6.

Pelo Corolário 5.4.5, existe um subgrupo aberto U ≤o G e um [[FpU ]]-submódulo A de
[[Fp(K\G)]] tal que βU1 (A) = 0 e

dimFp [[Fp(K\G)]]/A ≤ βG1 ([[Fp(K\G)]]) .

Aplicando a subaditividade de βU1 , obtemos:

βU1 ([[Fp(K\G)]] ⊗̂Fp Ker(ψ)) ≤ βU1 (A ⊗̂Fp Ker(ψ)) + βU1 (([[Fp(K\G)]]/A) ⊗̂Fp Ker(ψ))

Como [[Fp(K\G)]]/A é finito e βU1 (Ker(ψ)) = [G : U ]βG1 (Ker(ψ)) = 0, o argumento
de filtração nos fornece:

βU1 (([[Fp(K\G)]]/A) ⊗̂Fp Ker(ψ)) = 0 .

Como K é finitamente gerado, sabemos que Ker(ψ) é um [[FpK]]-módulo finitamente
relacionado, pois:

H1(K,Ker(ψ)) ≤c H1(K, [[Fp(G/H)]]) ≃
⊔
x∈X

H1(xHx
−1 ∩K)

e este último é finito pelo Corolário 5.1.6. Assim, existe um [[FpG]]-submódulo aberto B de
Ker(ψ) tal que βK1 (B) = 0. Novamente, temos:

βU1 (A ⊗̂Fp Ker(ψ)) ≤ βU1 (A ⊗̂Fp B) + βU1 (A ⊗̂Fp (Ker(ψ)/B)) .
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O argumento de filtração e o anulamento de βU1 (A) garantem que

βU1 (A ⊗̂Fp (Ker(ψ)/B)) = 0 .

Tendo em mente a sequência exata curta de [[FpU ]]-módulos

0→ A ⊗̂Fp B → [[Fp(K\G)]] ⊗̂Fp B → ([[Fp(K\G)]]/A) ⊗̂Fp B → 0 ,

uma vez que a Proposição B.1.7 nos dá

dimFp H2(U,B) ≤ dimFp H2(U,Ker(ψ))

≤ dimFp H2(U, [[Fp(G/H)]])

= dimFp H2(H, [[Fp(G/U)]]) = 0 ,

mais um argumento de filtração nos fornece

H2(U, ([[Fp(K\G)]]/A) ⊗̂Fp B) = 0 .

Uma última aplicação do Lema 5.4.3 finaliza o argumento:

βU1 (A ⊗̂Fp B) ≤ βU1 ([[Fp(K\G)]] ⊗̂Fp B)

= [G : U ]βG1 (Ind
G
K B)

= [G : U ]βK1 (B) = 0 .

Seja, agora, {Un}n∈N um sistema fundamental de vizinhanças da unidade emK consistindo
em uma cadeia de subgrupos abertos. Como cd(K) ≤ 1, temos que H1(Un,−) é um funtor
exato à esquerda, e de onde segue que:

βK1 (M) = lim
n→∞

dimFp H1(Un,M)

[K : Un]

≤ lim
n→∞

dimFp H1(Un,Ker(ψ))

[K : Un]

= βK1 (Ker(ψ)) = 0 .

Isto conclui a prova de que H ∩K é L2-independente em K para todo subgrupo fechado
K ≤c G finitamente gerado.

Corolário 5.5.5. Seja H um subgrupo fechado próprio de um grupo de Dëmushkin infinito
G. Se G retrai sobre H , então H é pro-p livre, finitamente gerado e L2-independente em G.



5.5 L2-independência e L2-Hall 122

Em particular, se G não for solúvel, H é inerte em G para subgrupos fechados finitamente
gerados.

Demonstração. Pela sobrejetividade da retração, H pode ser gerado por d(G) elementos.
Além disso, se ρ : G→ H é uma retração, temos:

[G : H] = |Ker(ρ)|

e, portanto, H possui índice infinito uma vez que G é livre-de-torção. Uma retração
ρ : G → H induz uma seção do homomorfismo canônico H/Φ(H) → G/Φ(G), que logo
deve ser injetivo. A afirmação sobre ser L2-independente segue então de [AJZ20, Prop. 4.4].
A parte final é consequência do Teorema 5.5.4.

Lema 5.5.6. Todo subgrupo fechado H de um grupo de Dëmushkin solúvel infinito G é
L2-independente em G.

Demonstração. Da sequência exata

0→M → [[Fp(G/H)]]→ Fp → 0

inferimos pelo Lema 5.4.3 que:

βG1 (M) ≤ βG1 ([[Fp(G/H)]])

= 0 , pelo Lema 5.5.2,

uma vez que d(H) = 2 se H for aberto em G e que d(H) = 1 se H for fechado em G.

Para grupos de Dëmushkin solúveis G, notemos que todo subgrupo fechado é inerte
devido a G possuir posto-de-subgrupos igual a 2. De fato, dados H e K subgrupos fechados
não triviais de G, ou d(K) = 2 e assim d(H ∩K) ≤ 2 pela definição do posto-de-subgrupos,
ou d(K) = 1 e, portanto, H ∩K é trivial ou procíclico.

Definição 5.5.7. Dizemos que um grupo pro-p finitamente gerado G é L2-Hall se todo sub-
grupo fechado topologicamente finitamente gerado H ≤c G é virtualmente L2-independente,
isto é, se existe um subgrupo aberto U de G contendo H tal que H seja L2-independente em
U .

Corolário 5.5.8. Todo grupo de Dëmushkin é L2-Hall.

Demonstração. SejaH um subgrupo fechado finitamente gerado de um grupo de Dëmushkin
G. SeG for solúvel, entãoH é L2-independente emG pelo Lema 5.5.6. SeG não for solúvel,
então H é uma retração de algum subgrupo aberto U ≤o G pelo Teorema 4.1.4. Assim, H é
L2-independente em U pelo Teorema 5.5.4.



Capítulo 6

Considerações finais

Cabem alguns comentários ao final da nossa apresentação a respeito dos resultados
demonstrados. Além disso, convém expormos algumas considerações sobre os resultados
que gostaríamos de ter abordado, tal como as comparações entre os objetos pro-p estudados
e seus análogos abstratos. Visando motivar as futuras investigações acerca dos grupos de
Dëmushkin, finalizaremos esta dissertação com algumas questões em aberto.

Em [Lab66], J. Labute definiu um grupo de Dëmushkin de posto enumerável ℵ0 como
um grupo pro-p G tal que:

D1’ dimFp H
1(G) = ℵ0;

D2’ dimFp H
2(G) = 1;

D3’ O produto cup
∪ : H1(G)×H1(G)→ H2(G)

é uma forma bilinear não degenerada, isto é, se a ∪ b = 0 para todo b ∈ H1(G), então
a = 0.

Neste mesmo artigo, Labute obteve uma classificação destes grupos análoga à classificação
do Teorema 2.3.9 e os exibiu como subgrupos p-Sylow do grupo de Galois de alguns corpos
locais.

As versões pro-p dos teoremas de Greenberg para um grupo de Dëmushkin G da
Proposição 4.1.5 e seus corolários foram demonstrados pela primeira vez em [KZ10, Prop.
7.1 e Lem. 7.2] nos casos em que G é isomorfo ao completamento pro-p de um grupo de
superfície orientável de gênero par ou ao completamento pro-2 de um grupo de superfície
não orientável. Como corolário da Proposição 4.1.5, obtemos a caracterização do centro dos
grupos de Dëmushkin pro-p G com d(G) > 2 ou p ̸= 2.
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Embora o caso pro-2 não tenha feito parte dessa dissertação, o enunciado da classificação
completa dos centros de um grupo de Dëmushkin é dado pela proposição a seguir, demonstrada
pela primeira vez em [Yam93].

Proposição 6.0.1 ([Yam93, Teo. 3.1]). Um grupo de Dëmushkin G (possivelmente de posto
enumerável) possui centro não trivial se, e somente se, G é isomorfo a um dos grupos:

(i) Z/2Z;

(ii) Z2
p;

(iii) O completamento pro-2 do grupo fundamental da garrafa de Klein

K2̂ ≃ ⟨x, y | xyx
−1 = y−1⟩ .

Além disso, o centro de K2̂ é o subgrupo procíclico topologicamente gerado por x2.

Um grupo abstrato Γ é dito um grupo de dualidade de Poincaré em dimensão n se o
[ZΓ]-módulo Z com a ação trivial de Γ possui uma resolução projetiva

0→ Pn → Pn−1 → · · · → P0 → Z→ 0

onde cada Pi é finitamente gerado e se

H i(Γ, [ZΓ]) ≃

0 , se i ̸= n ,

Z , se i = n ,

de acordo com a definição em [Bro82, Sec. VIII.10] (cf. [Dav14, Def. 3.2]). Algumas
consequências desta definição são que os grupos H i(Γ,Z) são finitamente gerados para
todo índice i, que há um isomorfismo Hn(Γ,Z) ≃ Z e que o produto cup ∪ : H i(Γ,Z) ×
Hn−i(Γ,Z)→ Hn(Γ,Z) induz isomorfismos

H i(Γ,Z) ≃ HomZ(H
n−i(Γ,Z),Z)

em todas as dimensões i. Assim, as condições D1-D3 da Definição 2.1.1 foram motivadas
pelas propriedades esperadas de um análogo pro-p à dualidade de Poincaré abstrata.

O único grupo abstrato de dualidade de Poincaré em dimensão 1 é Z a menos de
isomorfismo, e, em [Eck87], 20 anos após a conclusão da classificação dos grupos de
Dëmushkin, foi demonstrado que Γ é um grupo abstrato de dualidade de Poincaré em
dimensão 2 se, e somente se, Γ é isomorfo ao grupo fundamental de uma superfície compacta,
fechada e conexa, obtendo assim a classificação abstrata em dimensão 2 (ver [Dav14,
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Sec. 5]). Em dimensão 1, temos que o único grupo pro-p de dualidade de Poincaré é
Zp, coincidentemente também o completamento pro-p de Z. Entretanto, existem grupos
de Dëmushkin que não são isomorfos ao completamento pro-p de um grupo abstrato de
superfície (estudados no Exemplo 2.1.12), como por exemplo os grupos do Exemplo 2.1.8
com invariante q maior que p.

Contudo, grupos de Dëmushkin possuem diversas propriedades análogas às propriedades
dos grupos fundamentais de superfícies (devidamente interpretadas nos contextos pro-
p e abstratos): são grupos finitamente gerados e 1-relacionados, livres-de-torção, com
dimensão cohomológica 2 ([Bro82, Cap. V e VIII]), com as propriedades de Howson
([Gre60]) e de retrações virtuais ([Sco78]), satisfazendo a dicotomia estrutural em termos
da finitude do índice para seus subgrupos ([Bro82, Sec. VIII.10]) e a fórmula do posto
estilo “Schreier”/“Hurewicz” ([Hat01, Exer. 2.2.23]), e, caso sejam grupos não solúveis,
satisfazendo o enunciado dos teoremas de Greenberg ([Gre60]) e a Desigualdade de Hanna
Neumann ([AJZ20]).

Enunciamos, por fim, alguns problemas em aberto relacionados aos grupos de Dëmushkin.
Começamos relembrando a definição de um grupo pro-p limite: definimos como G0 a classe
de todos os grupos pro-p livres topologicamente finitamente gerados, Gn como a classe de
todos os grupos Gn tais que Gn ≃ Gn−1

∐
C An−1, onde Gn−1 ∈ Gn−1, An−1 ≃ Zkp para

algum k ∈ N e C é um subgrupo procíclico de ambos An−1 e Gn−1 sendo um fator direto
do primeiro e cujo normalizador de todo subgrupo procíclico seu em Gn−1 coincide com C

([ZZ20, Def. 3.1]). Um grupo G é dito um grupo pro-p limite se G ∈ Gn para algum n.
Os grupos pro-p livres topologicamente finitamente gerados e os grupos pro-p abelianos

livres de posto finito são exemplos de grupos pro-p limite. Em [KZ11, Sec. 3], foi
demonstrado que todo grupo de Dëmushkin com q = 0 e invariante d divísivel por 4 também
é um grupo pro-p limite. Além disto, nenhum grupo de Dëmushkin solúvel não comutativo
é um grupo pro-p limite por possuírem um subgrupo normal procíclico [KZ11, Teo. 6.5].
Assim, perguntamos:

(Pr1) Todo grupo de Dëmushkin não solúvel é um grupo pro-p limite?

Em [KZ11, Sec. 9], foi sugerida uma lista de possíveis propriedades dos grupos pro-p
limites, incluindo a propriedade de Howson e a propriedade de retrações virtuais. Em virtude
da validade destas para os grupos de Dëmushkin não solúveis, recordamos tais propriedades
como evidência positiva para Pr1.

No Exemplo 2.2.7, vimos que se K é uma extensão finita de Qp contendo uma raiz
p-ésima da unidade e K(p) é a p-extensão galoisiana maximal de K, então Gal(K(p)/K) é
um grupo de Dëmushkin. O problema inverso de Galois para grupos de Dëmushkin e corpos
com raízes da unidade ainda está em aberto:
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(Pr2) Dado um grupo de Dëmushkin G, existe um corpo K(não necessariamente p-ádico)
contendo uma raíz p-ésima primitiva da unidade tal que o grupo de Galois Gal(K(p)/K)

da p-extensão galoisiana maximal K(p) de K é isomorfo a G?

Sejam G e G′ dois grupos topológicos e ϕ, ψ : G→ G′ dois homomorfismos contínuos.
Dizemos que ϕ e ψ são equivalentes se existe um automorfismo contínuo α : G → G tal
que ϕ = ψ ◦ α. Em [Hem76, Teo. 14.6], J. Hempel demonstrou que a conjectura de
Poincaré tridimensional ([Hem76, Conj. 3.5]) é verdadeira se, e somente se, dado um grupo
fundamental π1(Σg) de uma superfície fechada, compacta, conexa, orientável e de gênero g,
existe um único homomorfismo sobrejetor de π1(Σg) no produto cartesiano Γ× Γ de dois
grupos abstratos livres de posto g a menos de equivalência (considerando π1(Σg) e Γ× Γ

como grupos discretos).
Com a resposta afirmativa para a conjectura de Poincaré tridimensional por G. Perelman em

[Per02], foi demonstrado que grupos de superfície orientável possuem um único epimorfismo
π1(Σg) → Γ × Γ a menos de equivalência. Assim, estendemos o questionamento ao seu
completamento pro-p:

(Pr3) (Conjectura de Poincaré pro-p) Sejam G um grupo de Dëmushkin com invariantes
q(G) = 0 e d(G) = 2g e F o grupo pro-p livre sobre g geradores topológicos. Existe
apenas uma classe de equivalência de homomorfismos sobrejetores G→ F × F ?

Um isomorfismo ϕ : U → V entre dois subgrupos abertos de um grupo profinito G é dito
um automorfismo virtual de G. Dizemos que dois automorfismos virtuais são equivalentes
se eles coincidem em um subgrupo aberto de G. Em [BEW11], o comensurador abstrato
Comm(G) de um grupo profinito G foi definido como o grupo de classes de equivalências
de automorfismos virtuais de G sob a operação de composição. Os comensuradores de um
grupo profinito G são importantes ferramentas para capturar a rigidez de G com respeito aos
seus subgrupos abertos. Entretanto, a estrutura de Comm(G) não é conhecida para diversas
classes de grupos G. Se G é um grupo de Dëmushkin solúvel, então Comm(G) foi descrito
em [BEW11, Teo. 3.12], e, portanto, propomos:

(Pr4) Descrever Comm(G) para um grupo de Dëmushkin não solúvel G.
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Apêndice A

Álgebra linear

O propósito deste apêndice é reunir alguns resultados sobre formas simpléticas definidas
em módulos livres sobre anéis locais, os quais não conseguimos obter de uma única fonte
na literatura. No Capítulo 2, necessitaremos de tais resultados sobre a existência de bases
simpléticas para obtermos a classificação dos grupos de Dëmushkin em três classes de
apresentações seguindo [Lab67], e no Capítulo 4 utilizaremos os resultados Seção A.2 para
provar que grupos de Dëmushkin não solúveis satisfazem a propriedade de retração virtual
(seguindo [SZ19]).

Ao longo desta seção, R denotará um anel associativo, comutativo e unitário com um
único ideal maximal m, i.e. um anel local. Um R-módulo à esquerdaM é um grupo abeliano
sobre o qual R age à esquerda por endomorfismos. Nesta seção, iremos sempre supor que R
age à esquerda sobre seus módulos. A exposição seguirá principalmente à dada em [SZ19],
com a exceção do Teorema A.1.8, que é uma adaptação da discussão presente em [Jac53, p.
170] necessária para a classificação dos grupos de Dëmushkin do Capítulo 2.

O resultado mais importante acerca destes anéis que utilizaremos é o famoso Lema de
Nakayama, que enunciaremos sem demonstração:

Lema A.0.1 (Lema de Nakayama [Eis95, Cor. 4.8]). Sejam R um anel local com ideal
maximal m e M um R-módulo finitamente gerado.

(a) Se mM =M , então M = 0.

(b) Se c1, · · · , cn ∈ M são tais que as classes {ci + mM}ni=1 geram o quociente M/mM ,
então os elementos ci geram o módulo M como R-módulo.

Os principais exemplos de anéis locais que consideraremos são os anéis de congruência
finitos Z/qZ para algum q = pf ∈ Z com f ≥ 1, cujo ideal maximal é m = pZ/qZ ≃
Z/pf−1Z, e o anel dos inteiros p-ádicos Zp, com ideal maximal m = pZp. Utilizando a
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convenção de que p∞ = 0, podemos abarcar ambas estas classes de anéis através da única
notação R = Zp/qZp para algum q = pf com 1 ≤ f ≤ ∞.

A.1 Bases simpléticas

Seja R um anel local com ideal maximal m, seja κ = R/m seu corpo de resíduos e p sua
característica. Seja M um R-módulo livre não-trivial finitamente gerado.

Definição A.1.1. Uma forma bilinear ω : M ×M → R é chamada simplética se ela for
antissimétrica e não degenerada:

(a) Para quaisquer a, b ∈M , temos ω(a, b) = −ω(b, a).

(b) Para alguma (equivalentemente, para toda) base c1, · · · , cn de M sobre R temos
det(ω(ci, cj)) ∈ R×.

Note que se p ̸= 2, então a condição (a) é equivalente a ω ser uma forma bilinear alternada,
isto é, ω(a, a) = 0 para todo a ∈M . Em geral, uma forma ser antissimétrica é uma condição
mais fraca do que ser uma forma alternada.

Como ω(mM,M) = ω(M,mM) = mω(M,M), temos que ω também induz uma forma
simplética em Mκ =M/mM .

Definição A.1.2. Seja M um R-módulo livre de dimensão n = 2t > 0, e ω uma forma
simplética definida emM . Dizemos que uma base a1, b1, · · · , at, bt deM sobreR é uma base
simplética se, para quaisquer i, j com i ̸= j e 1 ≤ i, j ≤ t, ela satisfaz as duas condições:

ω(ai, bi) = 1 ,

ω(ai, aj) = ω(bi, bj) = ω(ai, bj) = 0 .

Note que ω(a, b) = 0 se, e somente se, ω(b, a) = 0. Então, dado um submódulo N de M ,
denotamos por N⊥ o submódulo ortogonal:

N⊥ = {b ∈M | ω(a, b) = 0 , ∀a ∈ N} .

Proposição A.1.3 ([SZ19, Prop. 2.1]). Para todo subespaço não degenerado L de Mκ (isto
é, ω|L×L é não degenerada), temos que L⊥ é não degenerado e L⊕L⊥ =Mκ. Em particular,
se Mκ e L ambos possuem dimensão par então a dimensão de L⊥ também é par. Neste caso,
se a1, b1, · · · , as, bs e as+1, bs+1, · · · , at, bt são bases simpléticas de L e L⊥ respectivamente,
então a1, b1, · · · , at, bt é uma base simplética de Mκ.
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Demonstração. Considere o homomorfismo Mκ → L∗ dado por:

a 7→ (b 7→ ω(a, b)) .

Como ω é não degenerada, este homomorfismo é sobrejetivo, pois é a composição do
isomorfismo Mκ → M∗

κ com a aplicação dual M∗
κ → L∗. Seu núcleo é precisamente

L⊥, de onde obtemos a igualdade dimκ L
⊥ = n − dimκ L. Como L é não degenerado se,

e somente se, L ∩ L⊥ = 0, segue que L ⊕ L⊥ = Mκ e que L⊥ é não degenerado pois
det(ω) = det(ω|L) det(ω|L⊥). Disto é claro que a1, b1, · · · , at, bt é uma base simplética para
Mκ.

Proposição A.1.4 ([SZ19, Prop. 2.2 e 2.3]). Seja M um R-módulo livre de dimensão
n = 2t > 0. O espaço vetorial Mκ sempre possui uma base simplética. Além disso, todo
vetor não nulo em Mκ pode ser estendido a uma base simplética.

Demonstração. Mantendo a notação, prosseguiremos por indução sobre t. Para n = 2t = 2,
assumamos que Mκ é gerado por uma base {u, v}. Seja U = ⟨u⟩ o subespaço de dimensão 1

gerado por u. Como ω é não degenerada, sabemos também que U⊥ ̸= Mκ. Assim, existe
um z ∈ Mκ que não pertence a U nem a U⊥. Como ω(u, z) é invertível em κ, temos que
{u, ω(u, z)−1z)} é uma base simplética para Mκ.

Seja agora n = 2t > 2, e provaremos que Mκ possui um subespaço não degenerado de
dimensão 2. Se existir u ̸= 0 emMκ tal que ω(u, u) = 0, então também existe v ∈Mκ tal que
ω(u, v) ̸= 0, e neste caso o subespaço U gerado por {u, v} é não degenerado. Se, por outro
lado, para todo u ̸= 0 em Mκ tem-se que ω(u, u) ̸= 0, tomemos dois vetores linearmente
independentes u e v′ em Mκ. Defina v = v′ − ω(u, v′)ω(u, u)−1u. Assim, novamente temos
que U = ⟨u, v⟩ é um subespaço não degenerado de dimensão 2.

Pela hipótese de indução e pela Proposição A.1.3, temos que U e U⊥ ambos possuem
bases simpléticas, e portanto o mesmo vale para Mκ. Para a última parte, note que nada na
demonstração muda se o vetor u é tomado fixo.

Veremos como levantar uma base simplética de Mκ à uma base simplética de M :

Proposição A.1.5 ([SZ19, Prop. 2.6]). Sejam a1, b1, · · · , at, bt uma base simplética de Mκ.
Então, esta base pode ser levantada a uma base simplética A1, B1, · · · , At, Bt de M sobre
R. Além disso, esta base pode ser tomada escolhendo B1 um levantamento fixo de b1. Em
particular, todo vetor fora de mM pode ser estendido a uma base simplética.

Demonstração. TomeA1, B2, · · · , At, Bt qualquer levantamento de a1, b1 · · · , at, bt paraM
sobre R. Por hipótese, para quaisquer 1 ≤ i ̸= j ≤ t vale que:

ω(Ai, Bi) ∈ 1 +m ,
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ω(Ai, Bj), ω(Ai, Aj), ω(Bi, Bj) ∈ m .

Como R é um anel local, todos os elementos de 1 + m são invertíveis. Precisa-
mos agora garantir que ω(Bi, B1) = ω(Ai, B1) = 0 para todo i > 1. Uma vez que
ω(A1, B1) ∈ 1 + m, podemos substituir Ai por Ai − ω(Ai, B1)ω(A1, B1)

−1A1 e Bi por
Bi − ω(Bi, B1)ω(A1, B1)

−1A1 para i > 1, nos dando a ortogonalidade desejada sem alterar
o fato de que esta base se reduz para a1, b1, · · · , at, bt módulo mR.

Seja V = ⟨a2, b2, · · · , at, bt⟩ em Mκ. Como ω é representado na base simplética de Mκ

por uma matriz da forma (
ω|⟨a1,b1⟩ 0

0 ω|V

)
,

temos de det(ω|V ) ̸= 0 e portanto sua matriz T em V é invertível. Seja

w = (ω(A1, A2), ω(A1, B2), · · · , ω(A1, At), ω(A1, Bt)) ∈ mn−2 ,

e tome vT = wTT−1 = (α2, β2, · · · , αt, βt). Temos então as igualdades:

ω(A1, Ai) =
t∑

j=2

αjω(Aj, Ai) +
t∑

j=2

βjω(Bj, Ai) ,

ω(A1, Bi) =
t∑

j=2

αjω(Aj, Bi) +
t∑

j=2

βjω(Bj, Bi) .

SubstituímosA1 porA1−α2A2−β2B2 · · ·−αtAt−βtBt nos fornece as ortogonalidades
ω(A1, Ai) = ω(A1, Bi) = 0 para todo i > 1. Por fim, substituíndo A1 novamente por
ω(A1, B1)

−1A1, obtemos que ω(A1, B1) = 1.
Seja agoraL = ⟨A2, B2, · · · , At, Bt⟩ emM . ComoL e ⟨A1, B1⟩ são ortogonais, podemos

concluir que L é não degenerado. Após repetirmos o processo anterior t− 1 vezes, obtemos
a base simplética desejada para M . Observe que nenhuma alteração foi feita em B1, que
pode ser tomado fixo durante toda a demonstração.

A seguinte adaptação das proposições anteriores será útil para trabalharmos com formas
simpléticas em grupos de cohomologia:

Corolário A.1.6. Sejam M um R-módulo livre de dimensão n = 2t > 0 e ω : M ×M → R

uma forma simplética tal que sua redução para Mκ seja alternada. Para todo funcional
f : M → R tal que f(M) ̸⊆ m, existe uma base simplética A1, B1, · · · , At, Bt de M tal que
f(Ai) = δ1i e f(Bi) = 0 para todo 1 ≤ i ≤ n.
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Demonstração. Como f(M) ̸⊆ m, o elemento f = f1 pode ser completado a uma base
{fi | 1 ≤ i ≤ n} de HomR(M,R). Tome y1, · · · , yn a base dual em M e aplique os
procedimentos das Proposições A.1.4 e A.1.5 com as seguintes alterações:

Como ω e sua redução módulo m são não degeneradas e a redução é alternada, temos
que ω(y1, yi) ̸= 0 para algum índice i ≥ 2 e, portanto, após permutarmos os índices e
multiplicarmos por um invertível, podemos assumir que ω(y1, y2) = 1. Pela substituição
yi → yi − ω(y1, yi)y2 para i ≥ 3, podemos assumir que ω(y1, yi) = 0 sempre que i ≥ 3.
Prosseguimos normalmente como nas Proposições A.1.4 e A.1.5 para transformarmos
{y3, · · · , yn} em uma base simplética {x3, · · · , xn} para a qual ainda vale

f(xi) = 0 = ω(y1, xi) , ∀ 3 ≤ i ≤ n ,

uma vez que os xi serão dados por combinações lineares dos yi. Tomamos x1 = y1 e x2
como:

x2 = y2 +

n/2∑
t=2

(−ω(y2, x2t)x2t−1 + ω(y2, x2t−1)x2t)

= y2 − ω(y2, x4)x3 + ω(y2, x3)x4 − · · · − ω(y2, xn)xn−1 + ω(y2, xn−1)xn

Desta forma, ainda temos f(x2) = 0 e {xi | 1 ≤ i ≤ n} forma a base simplética desejada.

Precisamos do seguinte lema para fazermos uma importante distinção entre os casos
p = 2 e p ̸= 2:

Lema A.1.7. Se a forma simplética ω for alternada, então dimensão de M sobre R é par.
A dimensão de M é sempre par se 2 ̸= 0 em R, caso no qual a forma induzida em Mκ é
alternada. Em particular, a dimensão de M é sempre par se p ̸= 2.

Demonstração. Provaremos por indução sobre t que toda forma simplética em um espaço
de dimensão n = 2t + 1 não é alternada, isto é, existe v ∈ M tal que ω(v, v) ̸= 0. Basta
encontrarmos tal v em Mκ, uma vez qualquer levantamento deste para M também satisfará
esta condição. Para o caso t = 0, isto é equivalente com ω ser não degenerada. Suponha
então que n ≥ 3 e tome qualquer v ∈Mκ não nulo. Como ω é não degenerada, existe w ∈M
tal que ω(v, w) ̸= 0. Se w não for um múltiplo de v, então a restrição de ω ao subespaço
L = ⟨v, w⟩ é não degenerada. Pela Proposição A.1.3, sabemos então que L⊥ é um subespaço
não degenerado de dimensão n− 2, sobre o qual aplicamos a hipótese de indução.

Como observado anteriormente, toda forma bilinear antissimétrica é alternada em
característica ímpar. Se p = 2 e 2 ̸= 0 em R, então pode acontecer da forma simplética ω
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não ser alternada em M . Neste caso, afirmamos que a forma simplética é sempre alternada
sobre Mκ, cuja dimensão sobre κ coincide com a dimensão de M sobre R.

Suponha, por contradição, que exista v ∈Mκ tal que ω(v, v) = a ̸= 0, e seja u ∈M um
levantamento de v. Assim, ω(u, u) = a+m para algum m ∈ m e portanto:

2(a+m) = 2ω(u, u) = 0 .

Desta forma, como 2 ̸= 0, a+m é um divisor de zero em R. Uma vez que R é um anel local,
isto significa que a+m ∈ m, contradizendo nossa hipótese de que a ̸= 0 (mod m). Assim,
ω é alternada em Mκ e portanto dimκMκ = dimRM ∈ 2Z.

Especializaremos agora no caso em queR = Zp/qZp para algum q = pf com 1 ≤ f ≤ ∞.
Neste caso, podemos dizer mais sobre a estrutura de M :

Teorema A.1.8. Sejam q = pf (1 ≤ f ≤ ∞), R = Zp/qZp e M um R-módulo livre
finitamente gerado de dimensão n ≥ 1, e seja ω : M ×M → R uma forma simplética. Então,
existe uma base c1, · · · , cn de M sobre R tal que:

(I) Se n for par, os pares ai = c2t−1 e bi = c2t com 1 ≤ t ≤ n
2

formam uma base simplética
para M , isto é:

ω(ai, bi) = 1 = −ω(bi, ai)

e todos os outros produtos de elementos distintos da base são zero.

(II) Se n for ímpar, então ω(c1, c1) = 1 e os pares ai = c2t e bi = c2t+1 com 1 ≤ t ≤ n−1
2

formam uma base simplética para L = ⟨c1⟩⊥, isto é:

ω(ai, bi) = 1 = −ω(bi, ai) , ω(c1, ai) = ω(c1, bi) = 0

e todos os outros produtos de elementos distintos da base em L são zero.

No caso (I), o elemento c1 pode ser escolhido de forma arbitrária, e no caso (II), o
elemento c1 pode ser qualquer elemento tal que ω(c1, c1) = 1. Além disto, se q = 2 e ω não
for alternada, podemos assumir que ω(ci, ci) = δ1i para todo 1 ≤ i ≤ n.

Demonstração. O caso (I) dado por n par é tratado pela Proposição A.1.5. Para o caso (II),
o Lema A.1.7 garante que p = 2 e que 2 = 0 em R, e portanto R = Z/2Z. Como neste caso
ω não é alternada, existe c ∈ M tal que ω(c, c) = 1. Assim, pela Proposição A.1.3, ⟨c⟩⊥ é
não degenerado e de dimensão par, para o qual a parte (I) se aplica.
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Para a parte final, suponha que q = 2 e ω não seja alternada. Se n for ímpar, então temos
que o subespaço ⟨ai, bi⟩ é não degenerado e portanto sua matriz(

ω(ai, ai) ω(ai, bi)

ω(bi, ai) ω(bi, bi)

)

possui determinante não nulo. Como ω(ai, bi) = ω(bi, ai) = 1, isto significa que pelo menos
um dos elementos em {ω(ai, ai), ω(bi, bi)} se anula. Suponhamos, sem perda de generalidade,
que ω(ai, ai) = 0. Após a troca de variáveis bi → bi+ω(bi, bi)ai obtemos um novo par ai, bi
tal que:

ω(ai, bi) = ω(bi, ai) = 1 , ω(ai, ai) = ω(bi, bi) = 0 .

Se n for par, após uma permutação dos elementos da base podemos assumir que
ω(a1, a1) = 1. Novamente, a expressão

det

(
ω(a1, a1) ω(a1, b1)

ω(b1, a1) ω(b1, b1)

)
̸= 0

garante que ω(bi, bi) = 0. Para i > 1, utilizamos a mesma troca de variáveis do caso n par
para garantir que ω(ai, ai) = ω(bi, bi) = 0.

A.2 Submódulos isotrópicos

SejamR um anel local com ideal maximal m e corpo resíduos κ = R/m, p a característica
de κ, M um R-módulo livre e ω : M ×M → R uma forma simplética. Denotamos o
κ-espaço vetorial M/mM por Mκ.

Definição A.2.1. Um submódulo N de M é dito isotrópico se ω(a, b) = 0 para todo a, b em
N .

Lema A.2.2 ([SZ19, Lem. 2.4]). A dimensão de qualquer subespaço isotrópico de Mκ é no
máximo t.

Demonstração. Suponhamos que c1, · · · , ct+1 seja uma base para um subespaço isotrópico
de Mκ, e complete-a em uma base c1, · · · , cn de Mκ. Considere a matriz A = (ω(ci, cj)).
Pela fórmula de Leibniz para o determinante, temos:

det(A) =
∑
ρ∈Sn

sgn(σ)
n∏
i=1

ω(ci, cσi) .
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Como para todo σ ∈ Sn existe pelo menos i ≤ t+ 1 tal que σ(i) ≤ t+ 1, a fórmula anterior
nos dá det(A) = 0, contradizendo a hipótese de que ω é não degenerada.

Vejamos agora que há uma conexão entre os subespaços isotrópicos e as bases simpléticas.

Proposição A.2.3 ([SZ19, Prop. 2.5]). Seja N um subespaço isotrópico de Mκ e sejam
b1, · · · , bs uma base de N . Então, esta base pode ser completada a uma base simplética
a1, b1, · · · , at, bt de Mκ.

Demonstração. Lembremos que s ≤ t pelo Lema A.2.2. A estratégia será construir um
subespaço L de Mκ de dimensão 2s, não degenerado, com uma base simplética contendo
b1, · · · , bs, de forma que a Proposição A.1.3 nos garanta a existência da base desejada para
Mκ.

Construiremos indutivamente os elementos ai para uma base a1, b1, · · · , as, bs do nosso
subespaço L. Para o passo base, notemos que o fato de ω não ser degenerada e os elementos bi
serem linearmente independentes nos fornece a existência de a1 ∈Mκ tal que ω(a1, b1) ̸= 0.
Após corrigirmos a1 por algum fator escalar, podemos assumir que ω(a1, b1) = 1. Note que
{a1} ∪ {b1, · · · , bs} continua linearmente independente, uma vez que N é isotrópico.

Suponhamos agora que para i < r ≤ s já conseguimos elementos ai tais que

{a1, · · · , ar−1, b1, · · · , bs} (A.1)

sejam linearmente independentes e, para todo trio i, j, k com k ̸= i ̸= j, 1 ≤ i, k < r e
1 ≤ j ≤ s, satisfaçam:

ω(ai, bi) = 1 , ω(ai, ak) = 0 e ω(ai, bj) = 0 .

Novamente, como ω é não degenerada e o conjunto (A.1) é linearmente independente,
obtemos um elemento ar ∈Mκ tal que ω(ar, br) ̸= 0. Após corrigirmos ar por um elemento
de Mκ, podemos supor que ω(ar, br) = 1. Esta equação garante assim que ar é linearmente
independente do conjunto (A.1). Logo, após feitas as correções do tipo ar 7→ ar−ω(ai, ar)bi
e ar 7→ ar − ω(ar, bi)ai, obtemos o elemento ar satisfazendo as condições acima. Por
indução, obtemos um subespaço L de Mκ munido de uma base simplética a1, b1, · · · , as, bs.
Uma vez mais, a fórmula de Leibniz nos dá que det(ω|L×L) = 1, e portanto L é um subespaço
não degenerado. O resultado segue então da Proposição A.1.3.
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Apresentações de módulos profinitos

Utilizaremos dos grupos de homologia H0(G,M) e H1(G,M) para caracterizar as
apresentações de um G-módulo profinito M como quociente de um G-módulo livre. Em
dimensão 0, as Proposições 1.2.1 e 1.2.4, combinadas, já demonstram que:

Proposição B.1.1. Sejam G um grupo pro-p topologicamente finitamente gerado e M um
[[FpG]]-módulo profinito. Então, M é finitamente gerado (como [[FpG]]-módulo) se, e
somente se, seu quociente coinvariante MG = H0(G,M) possui dimensão finita sobre Fp.
Equivalentemente, M é finitamente gerado se, e somente se, ((IG))M é um G-submódulo
aberto de M .

Definição B.1.2. Dizemos que um [[FpG]]-módulo profinito M é finitamente relacionado
se dimFp H1(G,M) <∞, e que um [[FpG]]-módulo profinito M é finitamente apresentado
se M for finitamente gerado e relacionado. O número natural dimFp H1(G,M) de um
[[FpG]]-módulo finitamente relacionado M é dito seu número de relações sobre G. Em
particular, o G-módulo profinito M é 1-relacionado se dimFp H1(G,M) = 1.

Note que um [[FpG]]-módulo profinito M é finitamente apresentado se, e somente se,
existe um conjunto gerador finito minimal S e uma sequência exata curta de [[FpG]]-módulos

0→ N → F (S)→M → 0

onde F (S) é o [[FpG]]-módulo livre sobre o conjunto S e N é finitamente gerado, uma vez
que H1(G,M) ≃ H0(G,N). Também vale que a propriedade de ser finitamente apresentado
é hereditária para submódulos abertos quando G é um grupo finitamente apresentado:

Proposição B.1.3 ([JZS19, Prop. 2.1]). Suponha que G seja um grupo pro-p finitamente
gerado (respectivamente, relacionado) e M seja um [[FpG]]-módulo finitamente gerado
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(respectivamente, relacionado). Então, todo [[FpG]]-submódulo aberto de M também é
finitamente gerado (respectivamente, relacionado).

Demonstração. Se U é um [[FpG]]-submódulo aberto deM , prosseguindo por indução sobre
a codimensão de U em M sobre Fp basta demonstrarmos o caso em que M/U ≃ Fp. A
sequência exata curta

0→ U →M → Fp → 0

induz uma sequência exata longa

· · · → H2(G)→ H1(G,U)→ H1(G,M)→ H1(G)→ H0(G,U)→ H0(G,M)→ · · ·

Assim, podemos inferir as desigualdades:

dimFp H0(G,U) ≤ dimFp H0(G,M) + dimFp H1(G) ,

dimFp H1(G,U) ≤ dimFp H1(G,M) + dimFp H2(G) .

Agora, vejamos alguns exemplos de G-módulos possivelmente finitamente relacionados
para diversas classes de grupos G. Para todo subgrupo fechado H ≤c G, seja ((IH)) o
núcleo do [[FpG]]-homomorfismo [[FpG]] → [[Fp(G/H)]]. Dizemos que ((IH)) é o ideal
de aumento de [[FpG]] relativo a [[Fp(G/H)]]. Se S é um conjunto de geradores topológicos
para H , então {1 − s | s ∈ S} é um conjunto de geradores para ((IH)). Assim, se H é
topologicamente finitamente gerado, então [[Fp(G/H)]] é um [[FpG]]-módulo finitamente
apresentado. Em particular, Fp é um [[FpG]]-módulo finitamente apresentado para todo grupo
pro-p topologicamente finitamente gerado G.

Proposição B.1.4 ([JZ17, Lem. 3.1 e Prop. 3.4]). Sejam F um grupo pro-p livre topo-
logicamente finitamente gerado e P um [[FpF ]]-submódulo de [[FpF ]]d. Então, P é um
[[FpF ]]-módulo livre. Em particular, se P é finitamente gerado, este é isomorfo a [[FpF ]]r

para algum r ∈ N e todo [[FpF ]]-módulo finitamente apresentado é isomorfo a P1/P2 onde

[[FpF ]]r ≃ P2 ≤c P1 ≃ [[FpF ]]d

para algum par r, d ∈ N. Além disso, todo [[FpF ]]-módulo finitamente apresentado possui
um [[FpF ]]-submódulo livre de codimensão finita sobre Fp.

Demonstração. A sequência exata curta

0→ P → [[FpF ]]d → N → 0
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induz a sequência exata longa

· · · → H2(F,N)→ H1(F, P )→ H1(F, [[FpF ]]d)→ · · ·

onde H2(F,N) = 0 pois cd(F ) = 1 e H1(F, [[FpF ]]d) = 0 pois [[FpF ]]d é livre. Assim,
H1(F, P ) = 0: pela Prop. 3.1 de [Bru66], temos que P é um [[FpF ]]-módulo projetivo, e
pelo Teo. 2 de [Kap58] podemos concluir que P é um [[FpF ]]-módulo livre.

Agora, seja M um [[FpF ]]-módulo finitamente apresentado com P1/P2 ≃ M onde
P2 ≤c P1 são [[FpF ]]-módulos livres finitamente gerados. Pela Proposição B.1.1, o
submódulo ((IF ))P2 é aberto em P2, e, portanto, existe um submódulo aberto P ′

1 de P1 tal
que P ′

1 ∩ P2 é um submódulo de ((IF ))P2.
Considere o submódulo P ′′

1 = P ′
1+P2. Já sabemos que P ′′

1 é livre, e, pela sua construção,
sabemos que ((IF ))P ′′

1 ⊆ ((IF ))P ′
1 + ((IF ))P2. Portanto:

((IF ))P ′′
1 ∩ P2 ⊆ [((IF ))P ′

1 ∩ P2] + ((IF ))P2

⊆ [P ′
1 ∩ P2] + ((IF ))P2

⊆ ((IF ))P2 .

Desta forma, podemos concluir que ((IF ))P ′′
1 ∩ P2 = ((IF ))P2. Isto, por sua vez,

nos garante que (P2)F é um subespaço de (P ′′
1 )F . Logo, podemos completar uma base do

primeiro em uma base do segundo. Pela Proposição 1.2.1, essa base se levanta a uma base
livre de P ′′

1 , isto é, P2 é uma parcela direta de P ′′
1 . Desta forma, P ′′

1 /P2 é um submódulo
projetivo (e a posteriori livre) aberto de P1/P2 ≃M e, portanto, de codimensão finita sobre
Fp.

Para simplificarmos a notação, utilizaremos apenas TorGn (−,−) para denotar o funtor
Tor[[FpG]]

n (−,−) na categoria Pmodesq([[FpG]]) dos G-módulos profinitos p-aniquilados de
um grupo pro-p G.

Corolário B.1.5 ([JZ17, Cor. 3.5]). Sejam F um grupo pro-p livre topologicamente
finitamente gerado e M e N dois [[FpF ]]-módulos. Se N é finitamente apresentado e M é de
dimensão finita sobre Fp ou também finitamente apresentado, então TorF1 (N,M) é finito.
Em particular, se H e K são dois subgrupos fechados e topologicamente finitamente gerados
de F , então [[Fp(H\F )]] ⊗̂Fp [[Fp(F/K)]] é finitamente relacionado sobre [[FpF ]].

Demonstração. Como N é finitamente apresentado, temos uma sequência exata curta

0→ [[FpF ]]r → [[FpF ]]d → N → 0
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que induz uma sequência exata longa

· · · → TorF1 ([[FpF ]]d,M)→ TorF1 (N,M)→M r →Md → N ⊗̂[[FpF ]] M → 0 .

Assim, se M possui dimensão finita sobre Fp, temos que TorF1 (N,M) ≤ M r também é
finito.

SeM é finitamente apresentado, pela Proposição B.1.4, este possui um [[FpF ]]-submódulo
livre M0 tal que M/M0 é finito. Assim, a sequência exata curta

0→M0 →M →M/M0 → 0

induz a sequência exata longa

· · · → TorF1 (N,M0)→ TorF1 (N,M)→ TorF1 (N,M/M0)→ · · ·

da qual podemos concluir que TorF1 (N,M) ≤ TorF1 (N,M/M0) é finito pela finitude de
M/M0.

Para a parte final, note que temos uma sequência de isomorfismos:

TorF1 ([[Fp(H\F )]], [[Fp(F/K)]]) ≃ TorH1 (Fp, [[FpF/K]])

≃ TorF1 (Fp, Ind
F
H [[Fp(F/K)]])

≃ H1(F, [[Fp(H\F )]] ⊗̂Fp [[Fp(F/K)]]) .

Proposição B.1.6. Sejam H e K subgrupos fechados de um grupo pro-p G. Então, para
todo índice i, temos isomorfismos:

Hi(G, [[Fp(H\G)]] ⊗̂Fp [[Fp(G/K)]]) ≃
⊔

x∈H\G/K

Hi(H ∩ xKx−1) .

Em particular, [[Fp(H\G)]] ⊗̂Fp [[Fp(G/K)]] é um [[FpG]]-módulo finitamente relacionado
se, e somente se, o conjunto dos x ∈ H\G/K para os quais H ∩ xKx−1 ̸= {1} é finito e
cada tal interseção é topologicamente finitamente gerada.

Demonstração. Pela fórmula de classes duplas do Corolário 1.4.2, temos um isomorfismo
de [[FpH]]-módulos:

ResGH IndGK Fp ≃
⊔

x∈H\G/K

IndHH∩xKx−1 Fp .
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Assim, como a homologia comuta com somas diretas profinitas pelo Lema 1.4.1, temos:

Hi(G, [[Fp(H\G)]] ⊗̂Fp [[Fp(G/K)]]) ≃ Hi(G, Ind
G
H [[Fp(G/K)]])

≃ Hi(H, [[Fp(G/K)]]) , por Shapiro,

≃ Hi

H, ⊔
x∈H\G/K

IndHH∩xKx−1 Fp


≃

⊔
x∈H\G/K

Hi(H, Ind
H
H∩xKx−1 Fp)

≃
⊔

x∈H\G/K

Hi(H ∩ xKx−1) , por Shapiro.

Proposição B.1.7 ([JZS19, Cor. 2.2 e 2.3]). Seja G um grupo pro-p com cd(G) = 2 e
dimFp H2(G) = 1. Então, para todo [[FpG]]-módulo finito L temos que

dimFp H2(G,L) ≤ dimFp L .

Além disso, se N é um [[FpG]]-submódulo de um [[FpG]]-módulo M , então

dimFp H2(G,N) ≤ dimFp H2(G,M) .

Demonstração. Se L é finito, então podemos encontrar um [[FpG]]-submódulo L0 com
codimensão 1. Assim, temos uma sequência exata longa

· · · → H2(G,L0)→ H2(G,L)→ H2(G)→ · · · ,

da qual podemos concluir por indução sobre a dimensão de L que:

dimFp H2(G,L) ≤ dimFp H2(G,L0) + dimFp H2(G) ≤ dimFp L0 + 1 = dimFp L .

Para a segunda parte, a sequência exata curta

0→ N →M →M/N → 0

nos fornece a sequência exata longa

· · · → H3(G,M/N)→ H2(G,N)→ H2(G,M)→ · · ·

onde H3(G,M/N) se anula, uma vez que cd(G) = 2. Assim, H2(G,N) é um subespaço de
H2(G,M).
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