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Consideremos el espacio vectorial complejo V' formado por todas las suce-
siones de nimeros complejos a = (ay,)n>0. Una relacién de recurrencia lineal en
a de orden k es una igualdad de la forma

Up = Blanfl + B20n72 + -+ 6160%716 =+ f(TL) (1)

que se cumpla para todo n > k, donde f: N — C es alguna funciéon compleja de
n. Decimos que la recurrencia es homogénea si f(n) = 0 para todo n > k.

Las soluciones del caso homogéneo

Cuando la eq. (1) es homogénea, el conjunto de sucesiones que la cumplen
es un subespacio vectorial de V. Hemos visto en clase como describir dicho
subespacio: consideramos el polinomio caracteristico

Pz) = 2" = p1a" " — o2 = = B =0

y sir es una raiz de P(z) con multiplicidad algebraica m, entonces las sucesiones
™, e, n?r™ ... n™ " son elementos linealmente independientes de V, y V
estd generado por esta familia de todos tales elementos para cada raiz compleja
de P(x).

Por que esto pasa? Consideremos la siguiente aplicacién lineal S: V — V
definida por S(a) = (bn)n>0 donde b,, = ap41. En términos de sucesiones, lo que
la aplicacién S hace es simplemente desplazar todos los términos de la sucesion
{a,} por un indice a menos. Utilizando esta notacién, la parte homogénea de
la recurrencia de la eq. (1) se puede escribir como:

S*(a) — B1S* M (a) = B2S* " (a) — -+ Bra = (S* — 1S — - = Bi)(a)
— 0.

Si considerarnos el polinomio complejo

Qa) =a* = pra* ™t — . — By,
esta recurrencia se puede escribir sencillamente como
Q(5)(a) =0.



El teorema fundamental del dlgebra nos dice que Q(z), como polinomio com-
plejo, se puede factorizar completamente como producto de polinomios lineales:

Qx) = (= A)™ (2 = A2)™2 - (x =A™,

donde los A1, ..., As son las raices complejas distintas de Q(x) y mq,... ,mg >
1 son sus multiplicidades algebraicas.

Ejercicio Si un polinomio complejo Q(x) se factoriza como
Qr) = (z = A)™ - (x =A™,
entonces tenemos la igualdad
QS)=(S—MId)™ o --0(S = A Id)™

como aplicaciones lineales Q(S): V' — V, donde o denota la composicién de
aplicaciones lineales.

Recordemos que, por definicién, una sucesién a € V que cumple (S —
Ai)™(a) = 0 para algiin m > 0 es llamada un vector propio generalizado para S
con valor propio A;. Definimos el m-esimo subespacio proprio generalizado con
valor proprio A; de S en V como

E(S)={acV:(S—X)"a=0}.
Utilizaremos ahora los dos siguientes lemas de algebra lineal:

Lema 1. Sea V un espacio vectorial complejo y T:V — V wuna aplicacion
lineal. Si

Q) = (x = A)™ -+ (2 = Ag)™,

es la descomposicion de QQ en factores lineales con raices distintas A1, ..., As,
entonces

ker(Q(T)) = E'"(T)®--- & E;’ZS (7).
Demostracion. Como los polinomios
(x—=A)™ o (=A™

son coprimos, si definimos

Ei(z) = [J(@ =)™

J#i
entonces ged(Eq(x),...,Es(z)) = 1y luego por la identidad de Bezéut para
polinomios hay polinomios complejos p1(x), ... ,ps(x) tales que

pr(x)Ey(x) + -+ ps(x)Eg(x) = 1.

Asi:
pi(T)EN(T) + - ps(T)Es(T) = 1d



como funciones lineales en V. Para cada 1 <i < sy a € ker(Q(T)) definimos:
Tenemos entonces

a1+- (
=1d

Ademds, para cada i tenemos
(T — /\Z-)m"ai = pl(T)<T — )\i)ml EZ(T)CL = pZ(T)Q(T)(L = O,

es decir, a; € EY"(T). Esto demuestra que ker(Q(7')) = E\"' (T) +- - -+ E"* (T).
Para comprobar que la suma es directa, tenemos que Verlﬁcar que EY" (T) N
E:;] (T') = {0} siempre que \; # \;. Esto sigue por induccién, observando que

a€ EY(T) <= (T —X\1d)"™ 'a € E) (T)

y ademas
E),(T)N E),(T) = {0}
para \; # A;. O

Lema 2. ParaV y S como arriba, tenemos
ker(S — AId)* = (A\"), (nA"), ..., (n*72A™)
para todo A # 0.

Demostracion. Calculamos primero ker(S — AId). Una sucesién a = (a,) € V
estd en ker(S — AId) si y sélo si cumple

Ont1 — AN =0 <= apy1 = Aay, .

Asi, se verifica que a tiene que ser una progresiéon geométrica de razén A, es
decir, a,, = CA" para alguna constante C' € C. Esto demuestra el lema para

’ :P’lfoseguimos ahora por induccién en k. Como
a € ker(S — Ad)* <= (S — A1d)a € ker(S — A1d)F~!
sabemos que existen constantes complejas Cy , ... ,Ckr_o tales que
(S — AId)a = Co(A™) 4+ C1(nA™) + - - - + Ch_a(nF72A").

Aplicando la definiciéon de S — A Id, tenemos

Ap+1 — )\an = C())\n + Cln)\" + -+ Ck,QTLk_2)\k_2



an

T, tenemos:

Si definimos b,, =

NG — A", = CoA™ + - 4 Ch_on®2N"

1
> bupr = b= 5 (Co+Cin+ -+ Cr_onf7?) .
La férmula de Faulhaber ahora nos dice que el sumatorio

n—1
Z Co+Cim—+---+ Ck_gmk72 =Dyg+Din+---+ Dk_lnkfl

m=0

se puede expresar como un polinomio en n de grado k—1 (buscad-lo en Google!)
Asi:

a, = A"b,

=\ <b0 +

=A"(bo+ A" Do+ A" 'Din+ -+ AT D)

> =

n—1
> (Co+Cim+ -+ C“m’“2)>
m=0

es decir, (a,) € (A),..., (nkF=1A")). O

Los dos lemas juntos nos describen completamente el espacio de soluciones
de la versién homogénea de la eq. (1): son combinaciones lineales complejas
de funciones de la forma n¥A" donde X es una raiz de Q(x) con multiplicidad
algebraica mayor que k.

Soluciones generales

Ahora estudiaremos las soluciones del caso no homogéneo de la eq. (1), es
decir, cuando f(n) no es necesariamente la funcién nula. Observemos que po-
demos pensar en f(n) como un elemento de V' si definimos la sucesién b = (by,)
con b, = f(n). Asi, la eq. (1) tiene la forma:

Q(S)a=b.

Como Q(S): V — V es lineal, sabemos que todas las soluciones de eq. (1)
son de la forma a = a™ + a® | donde

Q($)a™ =0 y Q(S)a™ =b

es una solucién particular cualesquiera. Como ya conocimos todas las posibi-
lidades para a™, nos sirve con encontrar una tnica solucién para a® y asi
obtenemos todas las soluciones para la eq. (1).

No hay método en general que funcione un 100 per 100 de las veces, pelo
el método més comun es la ’adivinacién’: buscamos una solucién a® que se



parezca con b, algo como a?) = Cb para alguna constante C' € C es algo
razonable para intentar primero. Nos quedariamos con una ecuacion

Q(S)(Ch) =C-Q(S)b =10

que debe cumplirse para todo n > 0, y ojald esto nos permite determinar una
C que lo logre.

Esto no es una regla arbitraria. Buscar una solucién a® = Cb es lo mismo
que testar si b es un vector propio para el operador lineal Q(S). Si hay C' que
cumple

Q(S)(Cb) =0,

entonces

es decir, tal método funciona si y sélo si b es un vector propio de Q(S) con valor
propio % Esto suele funcionar en muchos casos por Q(S) tener, en general,
muchisimos valores y vectores propios en V.

Pero que pasa si b es un vector propio de Q(S) con valor propio 0, es decir,
Q(S)b = 0?7 No podemos encontrar entonces una constante C' que cumpla é =0,
el método falla.

Si esto pasa, entonces por definicién b una solucién del sistema homogéneo

Q(S)b =0 y luego tiene la forma b = (b,,) donde

s mgs—1

bn = Z Z Cijnj)\?,

i=1 j=0
donde las Cj; son constantes complejas y
Qx)=(z—A)™ - (x— )™

es la descomposicién de Q(x) en factores lineales.
Aqui es donde podemos utilizar el truco de multiplicar por una potencia n.
El punto clave es el siguiente lema:

Lema 3. Sia = (n/\"), entonces

j—1 .
I I\, i
(S —Na = ()\ (Z_;/\(l)n )) .
En particular, (S — \)'a es una combinacion lineal de n*A™ para 0 <i < j —I.

Sipu# X\, entonces (S — p)la es una combinacion lineal de n*A™ para 0 <i < j,
y el coeficiente de n? \™ es no nulo.



Demostracion. Ponemos (S — N)a = (al,). Entonces:

al = any1 — Ay
= (n+ 1)IAnFTL —pi\ntl

= 3 (0 + 1) — )
Jj—1 j
_\n i
=\ (Z )\(l)n )
=0
Para p # A, tenemos

(5 = HA) = (0 1PN =) = (= o+ 3 A(])ar

=0

Por induccién, sigue que el coeficiente de n/ A" en (S — p) (n?A") es (A — p)! #
0. O

Escribimos b = b +- . -4+b(5) donde cada b es la parte de b que corresponde

al valor propio i:
mg—1

B = 3" Cyn AT
j=0

Si tomamos
2mg—1

aff’p): Z Dljnj)\?,

J=ms

entonces por el lema 3 tenemos que Q(S’)a(i’p) es una combinacién lineal com-
pleja de A%, ... ,n™=~1\" asi que tenemos chance de encontrar constantes D;;
que cumplan

Q(S)a(”’) —p@

Si lo encontramos, entonces a® = a(1P) 4 ... 4 q(5P) es la solucién particular
que buscdbamos:

Q(9)a® = Q(9)aP) + -+ Q(S)a®P) = p™M ... 4 ) = p,
Un ejemplo resuelto
Consideremos la recurrencia
i3 = Bapio — 8ant1 +4an, + 3" —n2" + 8n.

La podemos escribir como

donde
Q(xr) =2® — 52> +8xr — 4



y f(n) = 3" —n2" + 8n. Tenemos la factorizacién
Q(z) = (z = 1)(z - 2)%,

donde ya sabemos que las soluciones del caso homogéneo Q(S)a™ = 0 son de
la forma

adW=A1"+B-2"4+C-n-2" = A+2"B+n2"C

para algunas constantes A, By C.
Vamos separar f(n) como sus tres partes f(n), f(n)® y f(n)® donde

f(n)(l) =3", f(n)(2) =-n2" vy f(n)(?;) —Sn.

Vamos también descomponer nuestra solucién particular en a® = o(1:») +
a®P) 4 ¢B3P) y intentar encontrar a(*?) que cumpla

Qls)al = f(m) .

Como describimos en la seccién anterior, intentaremos primero ver si los
f(n)@ son vectores propios de Q(S). Para f(n)(!) = 3n, tenemos:

Q(S)f(n)(l) —3nt3 _5.gnt2 L g gntl _y . g0
= (27T —45+24—4)-3" =2.3" = 2f(n)V).

Asi, f(n)*) es vector propio de Q(S) con valor propio 2. Luego, nos sirve con
tomar all?) = L f(n)(M) = 2.

1
QS = 1Q(5)1(n)® = fm)®
Pasemos ahora al siguiente: f(n)(?) = —n2". Tenemos:

Q(S)f(n)? = —(n+3)2"" 4+ 5(n +2)2"2 — 8(n + 1)2" ! 4 4n2"
= (—8+20 — 16 + 4)n2" 4 (—24 + 40 — 16)2"
=0.
Asi, f (n)(2) es vector propio con valor propio 0, como ya esperdbamos por la
forma de las soluciones homogéneas! Por la descripcion de la seccién anterior

(especificamente, el lema 3), sabemos que debemos buscar un a®?) de la forma
Dn?22™ + En32" para algin par de constantes D y E. Calculamos:

—n2" — Q(S)a(m)
= —D(n+3)*2"" 4 5D(n + 2)?2""2 —8D(n + 1)?2""* + 4Dn?2"
— E(n+3)%2""3 £ 5E(n +2)32""2 — 8F(n + 1)*2" ! + 4En®2"
= (-8F +20F — 16E + 4E)n32"
+ (=8D + 20D — 16D + 4D — 72E + 120E — 48E)n?2"
+ (—48D + 80D — 32D — 216E + 240F — 48E)n2"
+ (=72D + 80D — 16D — 216E + 160F — 16E)2"
= —24En2" 4+ (—8D — T2E)2" .



Asi, obtenemos el sistema:

—24F =-1,
—8D—T2E =0.

cuya solucién es E = —214 y D = —9. Por lo tanto, tenemos
1
(2,p) — —9 22n 32n.
a n + —2471

Por fin, vamos a testar si f(n)®) = 8n es valor propio de Q(S). Calculamos:

QS f(n)® =8(n+3)—5-8(n+2)+8-8n+1)—4-8n
= (8—40+64 — 32)n + (24 — 80 + 64)
=38.
iMuy mal! f(n)® no es vector propio de Q(S). Y ahora, jqué se hace?

En general, no hay mucho que hacer en este caso. Pero como f (n)(?’) es un
producto de un polinomio (8n) con una exponencial de una raiz del polinomio
caracteristico (1™), el lema 3 nos da una pista de como proceder: deberfamos
buscar una funcién a®?) de la forma Gn + Hn? para algtn par de constantes
Gy H.

Tenemos:

8n = Q(S)a(?”p)
G(n+3) —-5G(n+2)+8G(n+1)—4Gn
H(n+3)* —5H(n+2)* + 8H(n + 1)* — 4Hn?
(H—5H +8H — 4H)n?
+(G—-5G+8G —4G +6H —20H + 16H)n
+ (3G —10G +8G +9H — 20H + 8H)
=2Hn+ (G —3H).

2H =8
G—-3H=0

cuya solucién es H =4 y G = 12. Luego:

Obtenemos asi el sistema

a®P) = 12n + 4n?.
Obtenemos asi que la solucién general de la recurrencia
Gp+3 = Bapto — 8an41 + 4apn + 3" —n2" + 8n

son las sucesiones de la forma

n n 3" 29n n32n 2
an =A+2"B +n2 C’+779n2 +W+12n+4n

para algun trio de constantes A, By C.



